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Re´sume´
Des patchs en mate´riaux composites sont classiquement utilise´s dans l’ae´ronauti-
que pour la re´paration des structures me´talliques pre´sentant des dommages de
type fissures, criques ou impacts. Une alternative a` la re´paration de ces structures
consiste a` les renforcer pre´ventivement, avant que les de´fauts n’apparaissent. Le
contexte de ce travail est celui de la maintenance pre´ventive de structures me´talliques
ae´ronautiques par renforts composites, dans le but de retarder l’apparition ou la pro-
pagation de fissures.
La conception des renforts ne´cessite l’utilisation d’outils spe´cialise´s pour de´finir
les caracte´ristiques optimales du patch : ge´ome´trie, nombre de plis unidirectionnels,
orientation des plis les uns par rapport aux autres, positionnement autour de la
zone a` soulager... Pour cela, un programme d’optimisation de patchs par algorithme
ge´ne´tique a e´te´ e´crit. Il est couple´ a` un logiciel de calcul par e´le´ments finis : Ansys.
L’algorithme ge´ne´tique mis en oeuvre a permis de de´terminer des caracte´ristiques de
patchs dont la ge´ome´trie exte´rieure est de´finie par une courbe spline ferme´e, ceci afin
de re´duire de manie`re optimale les contraintes me´caniques dans une zone donne´e, et
ce pour diffe´rents types de sollicitations.
De nombreuses de´faillances des assemblages colle´s patch/substrat sont lie´es a`
des concentrations de contraintes dans la colle dues a` l’existence d’une zone de
transfert progressif d’effort du substrat vers le patch. Des approches unidirection-
nelles du transfert d’effort sont classiquement utilise´es dans la litte´rature. Elles ne
tiennent cependant pas compte d’effets bidimensionnels comme la diffe´rence des co-
efficients de Poisson qui peut exister entre le substrat et le composite. A partir des
e´quations d’e´quilibre, des mode`les analytique et nume´rique bidimensionnels ont donc
e´te´ de´veloppe´s. Des phe´nome`nes de couplages bidimensionnels ont ainsi bien e´te´ mis
en e´vidence.
Paralle`lement, des essais de traction uniaxiale ont e´te´ re´alise´s sur des e´prouvettes
en aluminium renforce´es par des patchs en carbone/e´poxyde. La me´thode de la grille
a e´te´ utilise´e pour mesurer des champs cine´matiques en surface du patch composite.
Cette me´thode a permis d’e´tudier expe´rimentalement le transfert des efforts entre
le substrat et le renfort suivant les deux dimensions du proble`me et de comparer les
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re´sultats obtenus avec les diffe´rents mode`les de´veloppe´s au pre´alable.
MOTS CLES : renforcement, patch composite, algorithme ge´ne´tique, mode´lisation,
me´thode de la grille
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Abstract
Bonded composite patches are used as structural repairs in several fields of ap-
plication such as civil engineering for damaged concrete structures or aeronautics for
components which exhibit damages, defects or impacts. A similar case of application
consists in using patches for the prevention of defect propagation. The present work
deals with the reinforcement of metallic structures using composite patches in order
to delay the damage appearance.
The proper design requires therefore the use of specific tools to define optimal
characteristics of patches in terms of geometry, number of plies, ply orientations,
location on the structure... A patch optimization programme based on genetic algo-
rithms is developed in this work to reach this goal. The algorithm is associated with
the ANSYS finite element package to calculate the objective function of any rein-
forcement configurations. The programme has been used to design several patches
bonded on structures submitted to different loadings (tensile and shear tests) so as
to reduce stress concentration in a given area.
Main failures are owing to stress concentrations in the adhesive due to the load
transfer from the substrate to the patch. Unidimensional approaches are classically
used in the literature to model the stress distribution in the adhesive, but these
approaches do not account for the difference of the Poisson’s ratios between both
the substrate and the composite. Some numerical and analytical models have been
developed from the equilibrium equations obtained along the two directions of the
problem. Bidimensional coupling phenomena are observed, especially at the edges
of the patch when it is rectangular.
At the same time, uniaxial tensile tests have been performed on aluminium spe-
cimens reinforced by rectangular carbon/epoxy patches. The grid method has been
used to measure the displacement field on the patches. Experimental evidence of the
load transfer along the two dimensions of the problem has been obtained. Measure-
ments have been compared with the numerical and analytical models, thus pointing
out some differences due to the assumptions under which models are built.
KEYWORDS : reinforcement, composite patch, genetic algorithm, modelling, grid
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Introduction
Des pre´occupations industrielles...
Mettre en place des technologies efficaces et rentables afin de re´parer ou de
prolonger la vie des structures ae´ronautiques militaires devient ne´cessaire dans la
plupart des pays. En effet, les budgets de maintenance ne´cessitent des couˆts de plus
en plus e´leve´s alors que dans le meˆme temps, les budgets de la de´fense se re´tre´cissent
bien souvent. L’arme´e de l’air australienne a e´te´ pionnie`re dans ce domaine e´tant
donne´ la politique de maintenance des avions militaires dans ce pays. En effet, la
flotte est constitue´e d’avions achete´s a` d’autres pays. De ce fait, une politique de
recherche sur la maintenance de ces avions vieillissants par apport de mate´riaux
composites exte´rieurs a e´te´ de´veloppe´e depuis de´ja` de nombreuses anne´es.
En France, des pre´occupations analogues font leur apparition depuis quelques
anne´es. En effet, certains appareils dont l’Alphajet (voir Figure 1) pre´sentent des
signes de vieillissement et l’introduction de mate´riaux composites comme renfort
exte´rieur est envisage´e. L’un des proble`mes re´currents est l’apparition de criques de
fatigue a` l’encastrement de la voilure qui, lorsqu’elles sont significatives, provoquent
la mise hors-service de ces structures. La Figure 2 repre´sente une illustration des
dommages pre`s de l’encastrement.
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Fig. 1 – Alphajet E [82].
Fig. 2 – Localisation des dommages de la voilure Alphajet.
Afin de prolonger la dure´e de vie de telles structures, il existe plusieurs alterna-
tives qui de´pendent du niveau de ces dommages :
– si le niveau de ces criques n’est pas trop important, l’une des solutions sou-
vent utilise´e en maintenance est l’ale´sage de la pointe de fissure. Ceci a pour
conse´quence d’arreˆter sa propagation ;
– si le niveau de dommages est trop important, les voilures sont tout simplement
change´es. C’est une solution tre`s couˆteuse car la voilure est usine´e dans la
masse. En effet, lors de la fabrication d’une voilure, il y a environ 95% de
copeaux pour 5% de matie`re utile. De ce fait, l’ordre de grandeur du couˆt
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d’une voilure neuve est d’environ 1,5 million d’euros ;
– si des fissures apparaissent dans des zones moins critiques, elles peuvent eˆtre
ponte´es par des mate´riaux composites. On parle de re´paration dans ce cas.
Cette solution, souvent utilise´e en maintenance ae´ronautique [5] [7] [45], ne
peut eˆtre utilise´e dans notre cas pour des raisons d’accessibilite´ ;
– si les fissures ne sont pas encore apparues, une solution plus prospective est
envisage´e. Un patch composite peut en effet eˆtre colle´ a` proximite´ de la zone
endommage´e afin de la renforcer de manie`re pre´ventive. On parle alors de
renforcement.
Cette dernie`re solution fait l’objet de la pre´sente e´tude. Elle constitue la base de la
re´flexion qui a conduit a` la proposition de ce sujet de the`se.
...aux pre´occupations scientifiques
Les pre´occupations scientifiques de cette the`se tournent essentiellement autour
du renfort composite : quelle forme de renfort choisir ? Ou` placer le renfort ? Quelles
orientations de fibres ? Comment estimer correctement le niveau de contraintes dans
la colle ? ...
Afin de re´pondre a` ces questions, un travail bibliographique a d’abord e´te´ re´alise´.
Il a mis en e´vidence de nombreux travaux portant sur la re´paration, c’est-a`-dire sur
des interventions re´alise´es une fois le dommage apparu. Diverses me´thodes existent,
dont la mise en place de patchs boulonne´s ou rivete´s. L’inconve´nient de ces me´thodes
re´side cependant dans le champ singulier de contraintes qui apparaˆıt dans les liaisons.
Afin d’e´viter les concentrations de contraintes, une solution possible consiste alors a`
coller un patch composite.
Ce travail de the`se consiste dans un premier temps a` mode´liser le renforcement
de structures me´talliques avec un patch composite. Ce mode`le de renforcement a
e´te´ imple´mente´ dans un logiciel d’e´le´ments finis : Ansys 7.0. Une zone a` soulager est
de´finie sur la structure a` renforcer. Une partie de cette zone est dite « interdite » au
patch composite au sens ou` il ne peut eˆtre colle´ a` cet endroit pour cause d’acces-
sibilite´. Concre`tement, cette zone peut eˆtre une zone d’acce`s pour la mise en place
d’un boulon ou pour un controˆle de la structure.
Dans un deuxie`me temps, l’optimisation du renfort composite est traite´e. Pour
cela, il est tout d’abord crucial d’en de´finir l’objectif qui, dans notre cas, est la dimi-
nution du niveau de contraintes dans la zone a` soulager. Une re´flexion sur le crite`re
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de renforcement a e´te´ conduite selon le type de proble`me rencontre´ (statique, cy-
clique). Pour l’optimisation, le principe des algorithmes ge´ne´tiques a e´te´ utilise´. Une
population de solutions potentielles est tout d’abord cre´e´e ale´atoirement. L’e´volution
naturelle de cette population est ensuite simule´e afin de trouver le patch composite
qui soulage au mieux la zone endommage´e.
Le principal re´sultat de ce travail est la mise en e´vidence de la notion de « renfor-
cement a` distance » : un patch composite colle´ loin de la zone a` soulager peut ren-
forcer aussi bien, voire mieux, qu’un patch colle´ a` proximite´ imme´diate. Ce concept
repose sur la de´viation globale du flux de contraintes dans la structure [52].
Les re´parations par patchs composites effectue´es par l’arme´e de l’air australienne
ont permis d’avoir un retour de connaissances sur les re´parations effectue´es avec les
mate´riaux composites. La plupart des de´faillances de ces re´parations sont notam-
ment dues a` l’apparition d’un pic de cisaillement dans la colle provoque´e par le
transfert des efforts du substrat vers le composite. L’analyse du cisaillement dans la
colle a donc fait l’objet d’une e´tude particulie`re. La litte´rature sur ce point pre´cis
est abondante. La majorite´ de ces e´tudes ont e´te´ mene´es avec une analyse unidimen-
sionnelle. Cependant, des effets bidimensionnels, principalement dus a` la diffe´rence
des coefficients de Poisson entre le substrat et le composite, sont susceptibles d’inter-
venir. Le deuxie`me apport de cette the`se concerne donc la construction d’un mode`le
bidimensionnel de renforcement de structure pouvant estimer les contraintes mises
en jeu dans la colle. Deux approches ont e´te´ conside´re´es ici. La premie`re est purement
analytique mais ne s’applique qu’aux renforts de forme rectangulaire. Elle permet
d’e´valuer l’influence des divers parame`tres ge´ome´triques et mate´riels du proble`me.
La deuxie`me est quant a` elle semi-nume´rique au sens ou` une approche par diffe´rences
finies a e´te´ de´veloppe´e sous Matlab afin de re´soudre les e´quations d’e´quilibre. Cette
deuxie`me approche est plus lourde du point de vue nume´rique mais elle permet
d’obtenir une e´valuation des contraintes pour des renforts de formes quelconques.
La dernie`re partie de cette the`se est de nature expe´rimentale. A cet effet, une
me´thode de mesure de champs cine´matiques sans contact est utilise´e : la me´thode de
la grille de´veloppe´e par Surrel [76]. Elle permet de mesurer des champs de de´place-
ments a` la surface du patch composite. Cette partie expe´rimentale a plusieurs voca-
tions. La premie`re est de mettre en e´vidence les zones de transfert d’effort qui appa-
raissent sur des patchs rectangulaires. La me´thode de la grille a permis d’observer
aussi bien la zone de transfert d’effort attendue que des phe´nome`nes bidimension-
nels, dus notamment a` la diffe´rence des coefficients de Poisson entre le substrat et le
patch composite. Le deuxie`me objectif est d’e´tudier des patchs de formes diverses :
circulaire ou de ge´ome´trie de´finie par une courbe spline ferme´e sense´e conduire a`
des patchs optimaux. L’influence de la ge´ome´trie du patch composite sur les distri-
butions des de´formations aussi bien dans le patch composite que dans la colle est
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e´tudie´e. Cela permet e´galement de comparer les re´sultats obtenus par les approches
the´oriques et nume´riques avec les re´sultats expe´rimentaux. Le dernier objectif est la
comparaison des re´sultats calcule´s par le mode`le par e´le´ments finis de l’algorithme
ge´ne´tique de´veloppe´ dans la deuxie`me partie avec les re´sultats expe´rimentaux. Il
est ainsi possible de quantifier l’influence des hypothe`ses me´caniques effectue´es pour
construire le mode`le utilise´ dans le programme d’optimisation. Les re´sultats obtenus
ont permis d’e´tablir une comparaison avec les champs de de´placements calcule´s par
le mode`le e´le´ments finis mis en place dans la deuxie`me partie, et de souligner les
e´carts dus aux hypothe`ses utilise´es, en particulier celles qui concernent le transfert
d’effort du substrat vers le patch.
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Premie`re partie
La re´paration par patchs
composites dans l’ae´ronautique
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Chapitre 1
La re´paration par patchs
composites dans l’ae´ronautique
1.1 Introduction
Le contexte de cette the`se s’inscrit dans un contexte de maintenance de struc-
tures ae´ronautiques, le but e´tant de retarder l’apparition de fissures en renforc¸ant
pre´ventivement les structures endommage´es. Tre`s peu d’e´tudes concernent le ren-
forcement pre´ventif. De ce fait, des travaux ante´rieurs sur la re´paration par patchs
composites ont servi de point de de´part. Ce chapitre, non exhaustif, a pour but de
pre´senter quelques-uns de ces travaux mene´s dans le domaine de la maintenance
ae´ronautique afin de re´parer des structures endommage´es avec des mate´riaux com-
posites. En effet, graˆce a` leurs proprie´te´s me´caniques spe´cifiques e´leve´es et a` leur
diversite´, les mate´riaux composites sont de plus en plus utilise´s pour re´parer des
structures ae´ronautiques vieillissantes. Leurs applications ont notamment connu un
essor a` la fin des anne´es 70 [5].
Dans un premier temps, quelques travaux sur la re´paration par patchs compo-
sites sont pre´sente´s afin de cerner les principaux me´canismes entrant en jeu. Dans
un deuxie`me temps, des exemples d’application illustrent la pertinence du choix
des mate´riaux composites pour re´parer des zones endommage´es. Finalement, une
discussion sur le choix du composite utilise´ est conduite dans le dernier paragraphe.
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1.2 Quelques me´canismes importants mis en jeu
en re´paration par patchs composites
1.2.1 Le phe´nome`ne de transfert d’effort substrat/patch par
cisaillement de la colle
De nombreuses e´tudes ont e´te´ consacre´es a` l’e´tude the´orique des contraintes dans
le patch composite et dans la colle [38] [91] [29] [2] [58] [35] [34] [86] car cette dernie`re
est souvent le point faible dans une re´paration. En effet, elle est souvent a` l’origine
des de´faillances du patch composite [21] car c’est sa rupture ou sa de´cohe´sion qui
provoque le de´tachement du renfort composite. L’e´tude classique d’une structure
renforce´e et soumise a` un essai de traction est ici rappele´e.
Une telle structure est ici conside´re´e (voir Figure 1.1). Les notations suivantes
sont utilise´es :
– lx repre´sente la longueur du patch composite ;
– ep, es et ea repre´sentent les e´paisseurs du patch, du substrat et de la colle ;
– σpxx et σ
s
xx repre´sentent les contraintes longitudinales suivant x du patch com-
posite et du substrat respectivement ;
– σaxz repre´sente la contrainte de cisaillement de la colle ;
– σ∞xx repre´sente la contrainte longitudinale applique´e au substrat ;
– Ex et Es repre´sentent les modules de Young du patch et du substrat ;
– Ga repre´sente le module de cisaillement de la colle.
Le comportement des trois mate´riaux est suppose´ line´aire e´lastique. Les contraintes
des trois mate´riaux ne de´pendent que de la direction x.
La Figure 1.1 repre´sente les principaux me´canismes qui entrent en jeu lors du
renforcement d’une structure par mate´riaux composites. La contrainte longitudinale
dans le patch σpxx n’est pas maximale de`s le bord libre. En effet, elle est e´gale a` 0
sur les bords libres puis augmente progressivement jusqu’a` atteindre une contrainte
limite loin de ces derniers. On parle alors de transfert d’effort. La contrainte de
cisaillement dans la colle σaxz pre´sente quant a` elle un pic de cisaillement pre`s du
bord libre. Elle est nulle sur ce dernier du fait des conditions aux limites. Afin
de simplifier les calculs, une hypothe`se souvent employe´e dans la litte´rature est de
conside´rer que cette contrainte de cisaillement est maximale aux bords libres. Le
calcul du transfert d’effort est un point qui a e´te´ souvent examine´ dans la litte´rature
[91] [38] [29] [2]. Les principaux re´sultats de ces e´tudes sont rappele´s ici. Le mode`le
est de´veloppe´ suivant la direction x. La Figure 1.2 repre´sente l’e´quilibre repre´sentatif
du patch composite.
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Fig. 1.1 – Mode`le unidimensionnel d’une structure renforce´e par un patch composite.
Fig. 1.2 – Equilibre repre´sentatif du patch composite.
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L’e´quation diffe´rentielle qui en re´sulte re´git le comportement du renfort :
d2σpxx
dx2
− ξσpxx = χ (1.1)
avec :


ξ =
Ga
ea
(
1
epEx
+
1
esEs
)
χ = − Ga
eaepEs
σ∞xx
(1.2)
Les conditions aux limites s’e´crivent :
{
σpxx(0) = 0
σpxx(lx) = 0
(1.3)
La solution de l’Equation (1.1) peut s’e´crire comme une combinaison de cosh et de
sinh :
σpxx(x) = C1 cosh(
√
ξx) + C2 sinh(
√
ξx)− χ
ξ
(1.4)
Avec les conditions aux limites pre´ce´dentes, C1 et C2 peuvent eˆtre calcule´es. σ
p
xx
s’e´crit finalement :
σpxx(x) =
χ
ξ
[cosh(
√
ξx) + (
1− cosh(√ξlx)
sinh(
√
ξlx)
) sinh(
√
ξx)]− χ
ξ
(1.5)
La contrainte est e´gale a` 0 au bord libre puis augmente exponentiellement jusqu’a`
atteindre une valeur limite loin de ce dernier. La contrainte dans le patch composite
atteint 95% de sa valeur limite au bout d’une longueur Ltx dite longueur de transfert
qui est e´gale a` :
Ltx ≃ 3√
ξ
(1.6)
La contrainte de cisaillement dans la colle σaxz(x) est calcule´e avec l’Equation (1.7) :
σaxz(x) = ep
dσpxx
dx
(1.7)
-26-
La re´paration par patchs composites dans l’ae´ronautique
Soit :
σaxz(x) = ep
χ√
ξ
[sinh(
√
ξx) + (
1− cosh(√ξlx)
sinh(
√
ξlx)
) cosh(
√
ξx)] (1.8)
L’expression de la contrainte de cisaillement σaxz(x) dans la colle constitue un point
important lors de l’e´tude du renforcement par patchs composites. La distribution du
de´placement longitudinal du composite upx(x) peut eˆtre aussi de´duite de l’Equation
(1.8) :
upx(x) =
χ√
ξ3Ex
[sinh(
√
ξx) + (
1− cosh(√ξlx)
sinh(
√
ξlx)
) cosh(
√
ξx)]− χ
ξEx
x (1.9)
Les principaux re´sultats the´oriques ont e´te´ rappele´s. Ils constituent une base de
re´flexion importante afin d’appre´hender les me´canismes lie´s au renforcement de
structure par patchs composites. Cette approche the´orique repose toutefois sur des
hypothe`ses simplificatrices qui permettent de calculer les distributions de contraintes
dans le patch composite et dans la colle. Il faut donc indiquer que d’autres travaux,
cette fois-ci nume´riques et non rappele´s ici, ont e´te´ conduits afin de pouvoir calculer
plus pre´cise´ment l’e´tat de contrainte dans le joint colle´.
1.2.2 L’optimisation de la forme du patch en zone d’ancrage
Certaines e´tudes ont e´te´ re´alise´es sur la forme du bord libre du patch pour
limiter le pic de contrainte de cisaillement dans la colle [94]. Ces travaux ont pour
but d’e´valuer l’influence de la forme des bords libres du patch composite sur la
diminution de ces pics (voir Figure 1.3). Xiong et Raizenne [94] ont montre´ que des
patchs pre´sentant une e´paisseur de´gressive amoindrissaient les contraintes dans la
colle car la singularite´ ge´ome´trique est alors moins marque´e. Ils ont par exemple
optimise´ l’angle et la longueur de la diminution d’e´paisseur du patch composite.
D’autres travaux ont e´te´ mene´s sur l’optimisation de la forme du patch composite
[46]. La Figure 1.4 pre´sente ainsi plusieurs formes de patchs e´tudie´es [46]. Ces travaux
ont montre´ que les patchs composites arreˆtant au mieux la propagation des fissures
sont les patchs composites en forme d’e´toile.
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Fig. 1.3 – Patch composite avec une e´paisseur de´gressive [94].
Fig. 1.4 – Diverses formes de patchs composites d’apre`s [46].
1.2.3 Le pontage de fissure
Plusieurs e´tudes nume´riques ont e´te´ effectue´es afin d’analyser le comportement
des structures re´pare´es par patchs composites. Ces patchs viennent se coller sur la
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zone endommage´e afin de ponter des fissures existantes. De nombreux travaux ont
e´te´ mene´s sur ce sujet [14] [7] [8]. La Figure 1.5 montre une structure fissure´e et
renforce´e par un patch composite et le maillage associe´ au mode`le me´canique. Le
but de cet exemple est d’e´tudier l’influence du patch composite sur la propagation
de la fissure.
Fig. 1.5 – Structure fissure´e et renforce´e par un patch composite [14].
Le patch composite a pour conse´quence de rigidifier la structure et de retarder
la propagation de la fissure. La Figure 1.6 repre´sente le facteur d’intensite´ K1 en
fonction de la longueur de fissure pour une e´prouvette avec patch, puis sans patch.
Fig. 1.6 – Evolution du facteur d’intensite´ K1 en fonction de la longueur de fissure
[14].
Le patch composite a tendance a` diminuer nettementK1 par rapport a` une structure
non renforce´e, ce qui prolonge ainsi la dure´e de vie de la structure.
Afin de valider ou non des mode`les the´oriques ou nume´riques, plusieurs e´tudes
expe´rimentales sur la re´paration par patchs composites ont e´te´ effectue´es. La Figure
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1.7 repre´sente un essai classique tire´ de la litte´rature [9]. Cet essai consiste a` e´tudier
le comportement en fatigue d’une structure fissure´e, puis renforce´e par un patch
composite.
Fig. 1.7 – Exemple d’essai sur une e´prouvette fissure´e et renforce´e par un patch
composite [9].
La Figure 1.8 repre´sente des re´sultats typiques issus de cette e´tude expe´rimentale.
Elle repre´sente le logarithme du rapport de l’incre´ment de la longueur de fissure
da sur l’incre´ment du nombre de cycles dN en fonction du logarithme du facteur
d’intensite´ K.
Fig. 1.8 – Re´sultats d’un essai de fatigue sur une e´prouvette fissure´e et renforce´e
par un patch composite [9].
Ces re´sultats montrent la line´arite´ du phe´nome`ne repre´sente´ sur la Figure 1.8. Cette
figure permet ainsi de calculer le coefficient de proportionnalite´ qui existe dans le
cas d’une structure renforce´e. D’autres travaux expe´rimentaux ont e´te´ re´alise´s afin
d’e´valuer la zone de transfert d’effort et de comparer les re´sultats trouve´s avec les
re´sultats the´oriques du paragraphe 1.2.1. La plupart de ces travaux ont utilise´ des
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jauges de de´formation afin d’obtenir la distribution des de´formations en surface du
patch composite [28] par exemple.
Les me´canismes de base sur le transfert d’effort du substrat vers le composite
ont e´te´ pre´sente´s. Le paragraphe suivant pre´sente quelques applications concre`tes de
l’utilisation de patchs composites pour prolonger la dure´e de vie de plusieurs types
d’avions.
1.3 Quelques applications
Le but de ce paragraphe est de pre´senter quelques exemples d’application de
patchs composites visant a` re´parer des structures ae´ronautiques. Dans les anne´es
70, la RAAF (Royal Australian Air Force) a de´cide´ de de´velopper l’utilisation des
mate´riaux composites afin de renforcer des structures ae´ronautiques. L’AMRL (Ae-
ronautical and Maritime Research Laboratory) a utilise´ avec succe`s des renforts
composites bore/e´poxyde afin de parer des proble`mes de corrosion et de fatigue. Le
Tableau 1.1 re´sume les principaux travaux effectue´s [3] [9].
Avion Type de dommages Commentaires
Hercules Corrosion Plus de 400 re´parations depuis 1975
Macchi Fatigue Dure´e de vie au moins double´e
Mirage Fatigue Plus de 180 re´parations depuis 1979
Nomad Corrosion Plus de 105 000 heures de vols simule´es
F 111 Corrosion En service depuis 1980
Tab. 1.1 – Exemples de re´parations par patchs composites effectue´es par la RAAF
d’apre`s [3] [9].
En Australie, l’utilisation de patchs composites est devenue une ope´ration clas-
sique afin de re´parer des zones endommage´es par la fatigue ou la corrosion. Les
Figures 1.9, 1.10, 1.11 en montrent quelques exemples. Sur la Figure 1.9, l’avion
repre´sente´ est un F 111. Le dommage est localise´ sur un panneau situe´ sous l’une
des ailes de l’avion. La particularite´ de cette re´paration est qu’au lieu de venir
renforcer la zone endommage´e, la pie`ce a e´te´ directement substitue´e par une pie`ce
composite graphite/e´poxyde.
L’exemple qui suit est plus classique et concerne le Mirage III. Des fissures dues
a` la fatigue apparaissent sur un acce`s au re´servoir. La Figure 1.10 repre´sente les
dommages ainsi que le patch composite utilise´. Des essais de fatigue ont e´te´ effectue´s
et ont montre´ que le patch composite diminuait fortement la propagation des fissures
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de´ja` pre´sentes [9]. Cette solution a e´te´ valide´e par la RAAF et plus de 180 avions
Mirage ont e´te´ re´pare´s par cette proce´dure.
Le dernier exemple concerne un endommagement duˆ cette fois-ci a` la corrosion
et concerne l’avion Hercules. Les dommages ainsi que le patch composite sont situe´s
a` l’inte´rieur de l’aile (voir Figure 1.11). Cet exemple est inte´ressant du fait de sa
mise en oeuvre pratique. La proce´dure de re´paration ante´rieure consistait a` riveter
des plaques d’aluminium sur la partie endommage´e. Elle ne´cessitait l’intervention
d’un ouvrier pendant six jours. L’utilisation de patchs composites a e´te´ inte´gre´e aux
processus de re´paration. Une fois cette inte´gration effectue´e, cette nouvelle proce´dure
n’utilisait qu’un seul ouvrier pendant une journe´e, d’ou` un gain important de temps
et d’argent.
Fig. 1.9 – Exemple de re´paration sur un avion F 111 d’apre`s [9].
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Fig. 1.10 – Exemple de re´paration sur un avion Mirage d’apre`s [9].
Fig. 1.11 – Exemple de re´paration sur un avion Hercules d’apre`s [9].
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1.4 Quel renfort composite choisir ?
1.4.1 Renfort rivete´ ou colle´ ?
La question de l’utilisation de patchs rivete´s ou colle´s est ici examine´e. La Figure
1.12 pre´sente les deux types de patchs, l’un e´tant rivete´, l’autre colle´.
Fig. 1.12 – Exemples de patchs rivete´ et colle´ d’apre`s [5].
Le patch colle´ pre´sente de nombreux avantages par rapport aux patchs rivete´s [5] :
– les patchs colle´s n’entraˆınent pas de concentrations de contraintes, contraire-
ment aux patchs rivete´s ;
– il est plus facile de controˆler les propagations de fissures avec un patch colle´
qu’avec un patch rivete´ ;
– il existe moins de risque de corrosion avec des patchs colle´s ;
– la propagation des fissures est plus importante pre`s des bords avec des patchs
rivete´s ;
– le renforcement cre´e´ est plus efficace avec un patch colle´.
Au vu de ces re´sultats, l’utilisation de patchs colle´s a e´te´ pre´fe´re´e a` l’utilisation de
patchs rivete´s.
1.4.2 Quel mate´riau choisir ?
Le choix du renfort est une question sensible. Les deux types de renfort principale-
ment utilise´s dans l’ae´ronautique sont de type carbone/e´poxyde [31] et bore/e´poxyde
[8]. La RAAF a employe´ ce dernier type de renfort avec succe`s dans les anne´es 80 [9].
En France, il est actuellement interdit d’utiliser des fibres de bore qui est cance´rige`ne.
La DGA a, pour le moment, opte´ pour un renfort de type carbone/e´poxyde dans
ses e´tudes pre´liminaires. Ce type de composite sera donc utilise´ dans la suite du
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document pour les applications ainsi que pour l’e´tude expe´rimentale. Le princi-
pal de´savantage de ce type de renfort est que son coefficient de dilatation est tre`s
faible dans le sens des fibres (2,25.10−8 ◦C−1), ce qui peut provoquer des contraintes
d’origine thermique assez importantes. Il faut noter cependant que la plupart des
re´sultats obtenus dans le cadre de cette the`se pourraient facilement eˆtre adapte´s a`
des patchs d’une autre nature. Pour des raisons de fabrication, l’orientation des plis
est ge´ne´ralement comprise parmi quatre valeurs : 0, 45, -45, 90 degre´s.
Le substrat a` renforcer est de l’aluminium 2024 T3. Deux types de colle per-
mettant de solidariser le renfort au substrat sont utilise´s en pratique : la colle FM
et la colle Redux. Dans notre cas, c’est la colle Redux 312 qui est utilise´e. Les
caracte´ristiques des diffe´rents mate´riaux sont rappele´es dans le Tableau 1.2.
Composite Aluminium Colle
Ex(GPa) 141 72 4.2
Ey(GPa) 10 - -
νxy 0,28 0,32 0,3
Gxy(GPa) 7 - -
X(MPa) 1786 440 70
X ′(MPa) 1000 - -
Y (MPa) 42 - -
Y ′(MPa) 150 - -
S(MPa) 80 - -
Tab. 1.2 – Proprie´te´s me´caniques des diffe´rents mate´riaux.
ou` X, X ′, Y , Y ′, S repre´sente les contraintes de rupture classiques des mate´riaux
composites [13].
Afin d’e´valuer la de´faillance du renfort, le crite`re de Tsai-Wu [13] (voir Equation
(1.10)) est utilise´ pour le composite et le crite`re de Von Mises (voir Equation (1.11))
est utilise´ pour l’aluminium et la colle. Ces deux crite`res permettront de quantifier
la de´faillance de l’un des trois mate´riaux tout au long du document. Ils s’e´crivent
respectivement :
(
1
X
− 1
X ′
)σpxx + (
1
Y
− 1
Y ′
)σpyy +
σpxx
2
XX ′
+
σpyy
2
Y Y ′
+
σpxy
2
S2
− σ
p
xxσ
p
yy
XX ′
≤ 1 (1.10)
pour le crite`re de Tsai-Wu et
(σsxx − σsyy)2 + σsxx2 + σsyy2 + 6(σsxz2 + σsyz2) ≤ 2σ2e (1.11)
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pour le crite`re de Von Mises, ou` σe repre´sente la contrainte limite en traction, σ
p
ij
les contraintes dans les plis du patch et σsij les contraintes dans le substrat.
1.5 Conclusion
Les principaux re´sultats des travaux mene´s sur la re´parations par patchs com-
posites ont e´te´ rappele´s tre`s brie`vement. Ces travaux permettent d’appre´hender les
me´canismes qui entrent en jeu lorsqu’une structure est re´pare´e par un patch compo-
site. Ils ont servi de point de de´part pour de´velopper des mode`les et des me´thodes
existantes qu’ils soient the´oriques, nume´riques ou expe´rimentaux.
Il existe cependant des diffe´rences entre les travaux cite´s et le pre´sent travail.
Les patchs composites ont e´te´ utilise´s jusqu’a` pre´sent apre`s l’apparition des fissures,
que ce soit pour le Mirage, le F111 ou l’Hercules. Dans notre cas, les fissures ne
sont pas encore apparues. Le but de ce travail de the`se n’est donc pas de re´parer
des structures fissure´es mais de retarder l’apparition de ces fissures en renforc¸ant
pre´ventivement la structure. C’est ce qui distingue le pre´sent travail de la plupart
des e´tudes sur les patchs composites publie´es dans la litte´rature.
Dans les chapitres suivants, le travail porte principalement sur l’optimisation des
patchs en termes de forme et d’orientation des plis ainsi que sur le transfert d’effort
entre le substrat et le patch composite.
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Deuxie`me partie
Optimisation d’un renfort
composite par algorithme
ge´ne´tique
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Chapitre 2
Optimisation d’un patch
composite par algorithme
ge´ne´tique. Couplage avec un code
de calcul par e´le´ments finis
2.1 Introduction
Apre`s cet examen rapide de la bibliographie existante sur la re´paration par patchs
composites, examinons maintenant en de´tail la question de l’optimisation des patchs,
tant sur le plan de la forme que sur celui des se´quences d’empilement, qui sera utilise´e
dans le pre´sent travail pour le renforcement des voilures.
Il existe de nombreuses me´thodes qui permettent de re´soudre un proble`me d’op-
timisation. Ces me´thodes peuvent se scinder en deux groupes : les me´thodes dites
de´terministes, et les me´thodes dites non-de´terministes. Les me´thodes de´terministes,
comme celle du gradient, sont propices a` une recherche d’optimum local mais ne per-
mettent pas de sortir des puits pour rechercher un optimum global. Les me´thodes
non-de´terministes, comme celle de Monte-Carlo, permettent d’e´viter une conver-
gence vers un optimum local. Cependant, elles ne permettent pas une recherche
locale efficace. De surcroˆıt, la plupart de ces me´thodes ne permettent pas une opti-
misation de proble`mes de´pendant de variables discre`tes. De ce fait, les algorithmes
ge´ne´tiques (AGs) offrent de nombreux avantages par rapport aux me´thodes clas-
siques d’optimisation :
– l’optimisation de structure composite comporte de nombreux optima locaux
[59]. Les AGs peuvent sortir de ces optima locaux afin de converger vers un
optimum global ;
– les AGs ne donnent pas une solution unique. En effet, une famille de solutions
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est obtenue, ce qui permet d’atteindre plusieurs optima. Cette particularite´
a pour conse´quence de conduire a` une optimisation riche en solutions poten-
tielles. Elle permet e´galement d’inte´grer des contraintes en post-traitement qui
ne peuvent pas eˆtre prises en compte directement dans l’AG ;
– les AGs permettent aussi bien l’optimisation de proble`mes de´pendant de va-
riables discre`tes que de variables continues.
L’optimisation par AG re´sulte de l’observation de l’e´volution naturelle. Darwin
[20] e´tablit la the´orie sur l’origine des espe`ces avec son principe « survival of the
fittest » : les plus adapte´s survivent. Il montre notamment que l’apparition de nou-
velles espe`ces s’obtient graˆce a` la se´lection naturelle. Ces espe`ces apparaissent et sur-
vivent suivant leur capacite´ a` s’adapter a` leur environnement. Mendel (1822-1884)
inte`gre par la suite les notions ne´cessaires (croisement, mutation) afin d’expliquer
les me´canismes de l’e´volution naturelle. Dans les anne´es 60, ce paradigme est devenu
un outil d’optimisation.
Ces algorithmes sont base´s sur des ope´rateurs qui simulent l’e´volution d’une po-
pulation. Ils ont e´te´ utilise´s avec succe`s dans divers domaines tels que l’optimisation
d’emploi du temps, de controˆle de syste`mes industriels [12], de re´seaux d’antennes
[69] ou encore de commutateurs optiques adiabatiques [55]. Ils ont aussi e´te´ utilise´s
dans le domaine de la me´canique, notamment pour l’optimisation de dimensionne-
ment de structures composites stratifie´es [72] [70].
Le but de ce chapitre est d’appliquer les AGs afin d’optimiser l’orientation des
plis et la forme d’un patch composite dans un contexte de renforcement de struc-
tures me´talliques. Les notions lie´es au fonctionnement des AGs sont pre´sente´es dans
un premier temps. Une litte´rature abondante existe sur le sujet et seules les no-
tions principales sont donc pre´sente´es dans ce document. Ensuite, les variables de
conception du proble`me d’optimisation d’un patch composite sont de´crites afin de
les inte´grer dans un AG. Un code de calcul par e´le´ments finis est utilise´ afin d’e´valuer
la qualite´ des renforts. Son couplage avec un AG est pre´sente´ a` la fin de ce chapitre.
2.2 Vocabulaire utilise´
Le vocabulaire utilise´ dans le cadre d’optimisation par AG est ici pre´sente´.
Afin d’illustrer les de´finitions et les concepts, l’exemple d’optimisation suivant est
conside´re´ :
Soit un rectangle de longueur L et de largeur l a` optimiser, de manie`re a` obtenir la
plus grande surface pour un pe´rime`tre fixe´ p. Ce proble`me d’optimisation s’e´crit :
maximiser
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f(L, l) = L× l (2.1)
avec
L+ l = p (2.2)
C’est un proble`me simple d’optimisation sous contrainte qui a pour solution L =
l =
p
2
. La Figure 2.1 repre´sente le vocabulaire utilise´. Une population initiale (en-
semble des rectangles) constitue´e d’individus (rectangles) est ici conside´re´e. Chaque
individu est constitue´ de chromosomes. Ces chromosomes contiennent tous les ge`nes
(longueur L et largeur l) qui caracte´risent chaque individu. Chaque ge`ne est code´
en bits. Par exemple, l=0,877 est code´ en 0111001.
Fig. 2.1 – Vocabulaire utilise´.
Plusieurs ope´rateurs sont applique´s sur ces individus afin de faire e´voluer cette
population :
– la ge´ne`se donne naissance a` la premie`re ge´ne´ration d’individus qui sont tire´s
ale´atoirement ;
– l’ope´rateur de se´lection permet de choisir les meilleurs individus selon une
fonction objectif qui est lie´e a` la pertinence de l’individu. Dans notre exemple,
cette fonction objectif est l’aire de chaque rectangle. Les individus se´lectionne´s
sont appele´s parents ;
– l’ope´rateur de croisement a pour but de cre´er de nouveaux individus a` partir
des individus parents. Ces nouveaux individus sont des individus enfants dont
les caracte´ristiques sont celles d’un ou plusieurs parents ;
– l’ope´rateur de mutation mute ale´atoirement l’une des caracte´ristiques d’un
individu enfant. Il cre´e une diversite´ ge´ne´tique au sein de la population afin
d’explorer de nouvelles solutions.
La population e´volue ainsi jusqu’a` la convergence de l’AG (voir Figure 2.2).
Chacun de ces ope´rateurs constitue une e´tape importante de l’AG. Ils sont pre´sente´s
plus en de´tails dans les paragraphes suivants.
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Fig. 2.2 – Principe des algorithmes ge´ne´tiques [65].
2.3 Fonction objectif
Comme tout proble`me d’optimisation, il est ne´cessaire de bien de´finir l’objectif
a` atteindre. Pour cela, une fonction objectif fi est de´finie. Cette fonction est lie´e
a` l’objectif a` atteindre (ici, l’objectif est d’obtenir la plus grande surface et corres-
pond a` f(L, l)). Afin de rendre plus pertinente la comparaison des valeurs obtenues,
une fonction d’adaptation Fi, lie´e a` la fonction fi, est introduite. Cette fonction
d’adaptation peut eˆtre s’e´crire :
Fi = C − fi (2.3)
C est une constante assez petite afin de permettre une bonne comparaison entre les
individus d’une ge´ne´ration donne´e et assez grande pour e´viter d’avoir une fonction
d’adaptation ne´gative. Elle est telle que :
C = fmax (2.4)
fmax repre´sente la valeur maximale de la fonction objectif a` chaque ge´ne´ration,
comme sugge´re´ dans [49]. Cette valeur maximale correspond a` la fonction objectif
du pire individu a` chaque ge´ne´ration. L’AG maximise donc la fonction d’adaptation
Fi et minimise la fonction objectif fi.
2.4 Ope´rateur de se´lection
Chaque ope´rateur de se´lection pre´sente´ est base´ sur la fonction d’adaptation Fi.
L’ope´rateur de se´lection dite proportionnelle consiste a` associer a` chaque individu
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une probabilite´ de survie P si calcule´e a` partir de sa fonction d’adaptation Fi :
P si =
Fi
ni∑
j=1
Fj
(2.5)
La variable ni correspond au nombre d’individus de la ge´ne´ration conside´re´e. Cet
ope´rateur de se´lection a pour effet de favoriser les meilleurs individus, mais aussi de
donner une chance de survie a` de moins bons individus, conservant ainsi une certaine
diversite´ ge´ne´tique a` la prochaine ge´ne´ration.
L’ope´rateur de se´lection par tournoi consiste a` organiser plusieurs tournois a`
chaque ge´ne´ration. n individus sont confronte´s ale´atoirement a` chaque tournoi. Le
meilleur de ces n individus survit et les autres meurent. Ainsi, pour qu’un individu
a priori faible survive, il faut qu’il soit dans un tournoi qui ne re´unisse que des
individus plus faibles que lui.
Afin d’assurer la convergence de l’AG, l’ope´rateur de se´lection dite e´litiste est
souvent utilise´ : a` chaque ge´ne´ration, les meilleurs individus sont se´lectionne´s comme
parents. De plus, ils sont remis dans la ge´ne´ration suivante, ce qui peut s’assimiler
a` un clonage.
La Figure 2.3 illustre les diffe´rents ope´rateurs de se´lection. L’ope´rateur de se´lection
Fig. 2.3 – Ope´rateurs de se´lection.
par tournoi est applique´ sur les trois premiers rectangles. Le meilleur des trois (le
troisie`me rectangle) est se´lectionne´ pour eˆtre parent. Le meilleur individu est au-
tomatiquement choisi pour eˆtre parent avec l’ope´rateur de se´lection e´litiste. Enfin,
lorsque la se´lection des individus se fait avec l’ope´rateur de se´lection proportionnelle,
les individus moins bons peuvent parfois survivre. En effet, dans cet exemple, l’avant
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dernier rectangle qui a une probabilite´ de survie plus faible que le dernier individu
survit alors que le dernier rectangle meurt.
2.5 Ope´rateur de croisement
Lorsque les individus ont e´te´ se´lectionne´s, ils deviennent des parents et un ope´ra-
teur de croisement leur est applique´. Les ge`nes de chaque parent sont croise´s afin
que les individus enfants aient des caracte´ristiques de plusieurs individus parents.
Il existe principalement deux types de croisement, utilise´s suivant la nature des
variables.
• Lors du croisement de variables discre`tes, l’ope´rateur de croisement discret est
utilise´. Il existe plusieurs types de croisement discret. Chaque croisement de´pend
du nombre de points de croisement. Lorque le nombre de points de croisement cor-
respond au nombre de bits moins un, alors le croisement uniforme de Syswerda est
obtenu [78] (voir Figure 2.4).
Fig. 2.4 – Croisement uniforme de Syswerda.
• Lors du croisement de variables re´elles, l’ope´rateur de croisement re´el est ap-
plique´. Soit ω un nombre tire´ ale´atoirement dans l’intervalle [0,1]. Soient −→p1 et −→p2
les vecteurs contenant les ge`nes des deux parents dont les valeurs sont re´elles. Alors
les vecteurs −→e1 et −→e2 contenant les ge`nes des deux enfants sont :
−→e1 = ω−→p1 + (1− ω)−→p2
−→e2 = ω−→p2 + (1− ω)−→p1
(2.6)
Pour acce´le´rer la convergence de l’AG, l’ope´rateur de croisement dit primitif est
souvent employe´ [40]. Le croisement primitif consiste a` regarder au voisinage du
meilleur individu s’il existe un individu pre´sentant une meilleure fonction d’adap-
tation. Deux valeurs voisines de chaque ge`ne du meilleur individu sont teste´es. Si
l’individu posse`de ng ge`nes, cela revient a` regarder 2ng individus. Le croisement pri-
mitif est un ope´rateur supple´mentaire qui permet une bonne recherche locale. Cela
permet de trouver imme´diatement l’optimum s’il est a` proximite´ [40].
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2.6 Ope´rateur de mutation
L’ope´rateur de mutation alte`re ale´atoirement les valeurs des ge`nes. Il permet de
tester des individus ayant des caracte´ristiques ne provenant pas des parents, ce qui
permet d’assurer une plus grande diversite´ ge´ne´tique. Chaque mutation est associe´e
a` une probabilite´ de mutation Pm qui est tre`s faible en pratique.
• Lors de la mutation d’une valeur discre`te, l’ope´rateur de mutation discre`te est
utilise´. La mutation discre`te consiste a` muter la valeur du ge`ne en une autre valeur
suivant une probabilite´ de mutation Pm (voir Figure 2.5).
Fig. 2.5 – Ope´rateur de mutation discret.
• L’ope´rateur de mutation re´elle consiste a` muter un ge`ne re´el de telle fac¸on que
la valeur du ge`ne mute´ se trouve dans son intervalle de de´finition :
ge`nemute´ = ge`ne+ δge`ne (2.7)
avec ge`nemute´ ∈ [ge`nemin; ge`nemax]
La mutation dite auto-adaptative a pour proprie´te´ d’e´voluer avec la population
[50]. Au de´but du processus, le ge`ne mute´ pre´sente une valeur choisie dans son
intervalle de de´finition. Ensuite, cet intervalle se resserre autour de la valeur du ge`ne.
Cette mutation auto-adaptative a pour conse´quence d’apporter une forte diversite´
ge´ne´tique au de´but de l’algorithme, puis elle permet de converger plus rapidement
par la suite en resserrant l’intervalle de mutation autour du meilleur individu.
La Figure 2.6 illustre les notions de croisement et de mutation. L’ope´rateur de
croisement est applique´ sur les deux premiers rectangles afin de donner naissance au
premier enfant. Le deuxie`me enfant est un clone du deuxie`me parent. Cela est duˆ a`
l’ope´rateur de se´lection e´litiste qui remet automatiquement le meilleur individu dans
la prochaine ge´ne´ration. Enfin, le dernier enfant des deux derniers parents a subi une
mutation. En effet, la longueur et la largeur du dernier enfant ne proviennent pas
des caracte´ristiques des deux derniers parents.
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Fig. 2.6 – Exemple de croisement et de mutation.
2.7 Exploration et exploitation
La convergence d’un AG vers un optimum global de´pend du compromis entre
l’exploration et l’exploitation des solutions potentielles. L’exploration consiste a` tes-
ter la plus grande varie´te´ possible d’individus afin d’obtenir la plus grande diversite´
ge´ne´tique. L’exploitation consiste a` examiner le voisinage du meilleur individu afin
d’obtenir e´ventuellement de meilleurs individus. La Figure 2.7 sche´matise ces deux
concepts.
Fig. 2.7 – Exploration versus exploitation.
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Dans le cas de l’exploration, les formes de rectangles les plus diverses sont ob-
tenues. Lors de l’exploitation, une recherche autour de la forme la plus approprie´e
est effectue´e. Les parame`tres utilise´s par les ope´rateurs ont une forte influence sur
le comportement de l’AG et permettent de re´gler l’exploitation et l’exploration de
l’AG. Les principales influences de ces parame`tres sont de´crites ci-apre`s.
2.7.1 Parame`tres influant sur l’exploration.
Une diversite´ ge´ne´tique importante de l’AG permet une bonne exploration de
celui-ci. Cette diversite´ ge´ne´tique peut venir de divers parame`tres :
– la taille de population : lorsqu’une taille de population est grande, l’AG explore
de nombreuses solutions mais le temps de calcul est beaucoup plus important
pour atteindre la convergence. De plus, une taille de population fixe (qui reste
la meˆme au fil des ge´ne´rations) ou dynamique (qui varie au fil des ge´ne´rations)
peut eˆtre choisie. Une taille de population dynamique a pour avantage d’eˆtre
assez grande au de´but de l’AG, favorisant ainsi l’exploration. Ensuite, cette
taille diminue au cours de l’optimisation, favorisant ainsi l’exploitation a` la fin
de l’AG. De plus, une taille de population fixe ne´cessite un temps de calcul
plus important ;
– l’ope´rateur de se´lection proportionnelle : il permet la se´lection d’individus
moins performants, ce qui maintient de la varie´te´ dans la population ;
– la mutation : elle se re`gle par l’interme´diaire de la probabilite´ de mutation qui
est ge´ne´ralement comprise entre 0,001 et 0,01 et cre´e une certaine diversite´
ge´ne´tique ;
– la cre´ation de nouveaux individus : dans le but d’explorer le plus de solutions
possibles, il est important d’apporter de nouveaux ge`nes. Une solution consiste
a` cre´er ale´atoirement de nouveaux individus a` chaque ge´ne´ration.
2.7.2 Parame`tres influant sur l’exploitation.
Lors de l’optimisation par AG, il est ne´cessaire de regarder au voisnage de la
meilleure solution afin de ve´rifier s’il n’existe pas une meilleure solution. Ceci se
traduit par l’exploitation des re´sultats obtenus qui se re`gle par :
– la taille de population : une taille de population petite a tendance a` centrer
les individus cre´e´s autour de la meilleure solution, acce´le´rant de ce fait la
convergence de l’AG ;
– l’ope´rateur de se´lection e´litiste : afin d’assurer une convergence de l’AG, une
se´lection e´litiste est classiquement utilise´e. Toutefois, au lieu de ne choisir que
le meilleur individu, les n meilleurs individus peuvent eˆtre garde´s. n doit eˆtre
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fixe´ de telle fac¸on que l’AG ne converge pas trop vite car il peut conduire
vers un optimum local. Dans ce cas-la`, l’ope´rateur usite´ est appele´ ope´rateur
multi-e´litiste ;
– le croisement primitif : le croisement primitif permet de trouver de suite une
meilleure solution si celle-ci est au voisinage de la meilleure solution. Il permet
donc une bonne exploitation des re´sultats.
2.7.3 Conclusion
Les bases des AGs ont e´te´ pre´sente´es en expliquant le roˆle de chaque ope´rateur
et de chaque parame`tre et en soulignant la difficulte´ que repre´sente leur re´glage.
Lors du re´glage de l’AG, il est ne´cessaire d’obtenir un compromis entre l’ex-
ploration et l’exploitation des re´sultats. En effet, une trop grande exploration des
solutions potentielles conduit a` un nombre d’analyses et a` des temps de calcul trop
importants. Une exploitation des re´sultats trop marque´e me`ne souvent a` une conver-
gence vers un optimum local. Des tests pre´liminaires doivent eˆtre effectue´s afin de
re´gler les divers parame`tres pre´ce´demment pre´sente´s. Un exemple simple concerne
la taille de la population de l’AG. Lorsque la taille de la population est trop petite,
l’AG a tendance a` converger trop rapidement vers un optimum local. A l’inverse,
lorsque une taille de population est trop grande, l’AG explore de nombreuses so-
lutions mais le temps de calcul devient beaucoup plus important pour atteindre la
convergence. La taille de la population est un parame`tre qu’il faut re´gler finement
afin d’obtenir un algorithme qui converge vers un optimum tout en ayant explore´ le
plus de solutions possibles.
2.8 Optimisation de l’empilement, de la forme et
de la position d’un patch composite.
La plupart des me´thodes « classiques » ne peuvent pas eˆtre utilise´es facilement
dans le cas ou` le proble`me d’optimisation pre´sente des variables discre`tes, ce qui est le
cas de l’optimisation de mate´riaux composites. En effet, les contraintes de fabrication
restreignent souvent l’orientation des fibres a` quatre valeurs : 0, ±45 et 90 degre´s.
Des e´tudes mene´es sur l’optimisation de stratifie´s ont montre´ l’existence de plusieurs
optima [59] par exemple, ce qui rend pertinente l’utilisation d’AGs dans ce cas.
Ils ont ainsi e´te´ utilise´s avec succe`s dans des proble`mes me´caniques d’optimisation
d’empilement de stratifie´s de mate´riaux composites [72] [70] [44] [43] [80]. Ce travail
consiste donc a` utiliser les AGs pour optimiser les stratifie´s en s’appuyant sur les
travaux pre´ce´demment mene´s [72] [70] [44] [43] [80] et a` de´velopper leur utilisation
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pour optimiser la forme et la position sur la structure du renfort composite.
Le proble`me d’optimisation de structure s’e´crit :
minimiser f(V) (2.8)
avec
ci ≤ 0; i = 1, nc (2.9)
Ij ≤ vj ≤ Sj; j = 1, nv (2.10)
Le vecteur V correspond au vecteur des variables de conception vj contenant
les orientations ainsi que la position et la forme du renfort composite. La fonction
f(V) est la fonction objectif a` minimiser. Les ci sont les contraintes du proble`me
d’optimisation avec nc le nombre de ces contraintes. En pratique, ces contraintes
peuvent correspondre a` une courbure minimale ou a` une surface maximale a` ne pas
de´passer. Ij et Sj sont les bornes infe´rieures et supe´rieures des valeurs que peuvent
prendre les variables de conception vj, avec nv le nombre de variables de conception.
Dans un proble`me de renforcement, les variables de conception sont les orientations
des n plis du composite ainsi que la forme et la position du patch composite sur la
structure. Comme pre´ce´demment e´tudie´ [72] [70] [59] [44] [43] [80], les orientations
des plis [θ1., θ2., ..., θn.] sont conside´re´es comme des valeurs discre`tes et un codage dis-
cret est utilise´, c’est a` dire que les ge`nes qui correspondent a` l’orientation des fibres
prennent les quatre valeurs usuelles : 0, ±45 et 90 degre´s. Il est a` noter qu’aucune
contrainte n’est ici impose´e a` l’orientation des plis afin de conserver l’orthotropie
du mate´riau. Un autre angle β repre´sente´ par une variable re´elle est aussi utilise´
afin d’orienter le patch composite par rapport a` la structure a` renforcer (voir Figure
2.8-a). Ainsi les orientations des plis dans le repe`re de la structure sont e´gales a`
[θ1 + β, θ2 + β, ..., θn + β].
Dans le but de de´crire la ge´ome´trie de la frontie`re du patch, une description simple
doit eˆtre utilise´e en utilisant un minimum de variables. Dans le cas d’un patch cir-
culaire, ces variables peuvent eˆtre le rayon et les coordonne´es du centre du cercle.
Dans le cas d’un patch rectangulaire, la largeur, la longueur et le centre du rec-
tangle peuvent eˆtre utilise´s. Dans notre cas, la forme du patch est mode´lise´e par
une courbe spline ferme´e dans le plan (voir Figure 2.8-b) afin de donner plus de li-
berte´ a` la forme du patch. Huit points d’interpolation sont utilise´s pour de´finir cette
courbe. Des calculs pre´liminaires ont montre´ que ce nombre de points correspondait
a` un bon compromis entre le temps de calcul et la liberte´ d’obtenir des formes de
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patchs tre`s diversifie´es. Les variables de conception topologiques sont donc les coor-
donne´es (xi, yi) de ces huit points d’interpolation. Du fait du couplage avec un code
d’e´le´ments finis, les coordonne´es sont approche´es par les coordonne´es du noeud du
maillage le plus proche (voir paragraphe 2.10).
L’une des difficulte´s de ce proble`me d’optimisation est la capacite´ d’obtenir des
solutions valides. Par souci de simplicite´, un patch composite ne peut pas eˆtre
de´fini par une courbe spline contenant des boucles. Une proce´dure heuristique a
e´te´ de´veloppe´e afin d’e´viter l’apparition de boucles dans la spline. Elle est pre´sente´e
dans le paragraphe 2.9.4.
a - Orientations θi, i = 1..n des plis et
orientation globale β
b - Coordonne´es (xi, yi) des points
d’interpolation
Fig. 2.8 – Variables de conception du proble`me d’optimisation.
2.9 Application d’un algorithme ge´ne´tique a` un
proble`me de renforcement
2.9.1 Introduction
Afin d’e´valuer la fonction d’adaptation Fi, un code de calcul par e´le´ments finis
est utilise´. Une plaque d’aluminium sollicite´e en traction uniaxiale est ici conside´re´e
a` titre de premier exemple d’application. Elle est troue´e en son centre et ce trou doit
eˆtre renforce´ par un patch composite carbone/e´poxyde. Les proprie´te´s ge´ome´triques
et mate´rielles ainsi que le maillage sont pre´sente´s dans un premier temps. Ensuite,
l’AG est inte´gre´ a` l’analyse me´canique par e´le´ments finis.
2.9.2 Hypothe`ses du proble`me me´canique
Les caracte´ristiques ge´ome´triques du proble`me pose´ sont pre´sente´es Figure 2.9.
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Fig. 2.9 – Mode`le me´canique du proble`me d’optimisation.
La plaque d’aluminium a` renforcer a pour dimensions 200mm × 140mm avec
une e´paisseur de 4mm. Cette plaque pre´sente un trou de 15mm de diame`tre en son
milieu. Le comportement de la plaque est suppose´ line´aire e´lastique isotrope (E =
70 GPa, ν = 0,3). Les sollicitations exte´rieures se re´sument, dans un premier temps,
a` des de´placements impose´s uy. La structure me´tallique doit eˆtre renforce´e par un
patch composite carbone/e´poxyde dont le comportement me´canique est suppose´
line´aire e´lastique orthotrope (Ex =181 GPa, Ey = 10 GPa, νxy = 0,28, Gxy = 7
GPa). Le patch est ici compose´ de 6 plis uniaxiaux d’une e´paisseur totale de 0,75
mm, ce nombre pouvant bien suˆr eˆtre change´. Les orientations des plis θi, i = 1..6,
sont de´finies parmi les valeurs 0, ±45 et 90 degre´s. L’orientation globale du patch
composite par rapport a` la structure est quant a` elle de´finie par un angle continu β
(voir Figure 2.8-b).
Une mode´lisation en deux dimensions est choisie afin de ne pas alourdir les temps
de calcul. Le collage entre le patch composite et la plaque d’aluminium est donc
conside´re´ comme parfait : e´paisseur de colle nulle et pas de zone de transfert d’effort
entre la plaque d’aluminium et le patch composite. Cette hypothe`se simplificatrice
a pour conse´quence de supposer que le transfert d’effort de la plaque d’aluminium
vers le composite est imme´diat alors qu’il est normalement progressif [38]. Cette
hypothe`se est discute´e dans les chapitres 4 et 5 ou` la de´termination des contraintes
de cisaillement dans la colle est examine´e.
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Les contraintes additionnelles suivantes sont impose´es :
– l’aire du patch est limite´e a` 20% de la plaque d’aluminium ;
– le patch ne peut pas traverser une zone dite interdite autour du trou. Cette
zone est un carre´ de dimensions 20× 20mm2 (voir Figure 2.9). Cette contrainte
correspond en pratique a` la ne´cessite´ de maintenir une zone libre d’acce`s autour
du trou, ne´cessite´ due a` des impe´ratifs de maintenance dans les proble`mes de
renforcement de structures ae´ronautiques traite´s plus loin.
Le but est de trouver la forme, la position et les orientations des plis du patch
composite afin de re´duire au maximum la contrainte moyenne de Von Mises dans
cette zone carre´e de´finie autour du trou. Le crite`re de Von Mises est d’abord utilise´
par souci de simplicite´. Il est a` noter que d’autres crite`res plus complexes, comme le
crite`re de Dang Van, serviront de fonction objectif dans les applications suivantes.
2.9.3 Mode´lisation nume´rique par e´le´ments finis
Le code de calcul par e´le´ments finis Ansys7.0 est utilise´ afin de calculer la fonc-
tion objectif de chaque individu. La structure est mode´lise´e par des e´le´ments de
coque a` huit noeuds (e´le´ment Shell93) pour la plaque d’aluminium et des e´le´ments
composites a` huit noeuds (e´le´ment Shell99) pour le patch composite. La re´solution
est effectue´e avec le solveur « Preconditioned Conjugate Gradient » imple´mente´ sous
Ansys. Lors de l’exe´cution de l’AG, des formes de patchs les plus diverses sont ob-
tenues. Dans un souci d’e´valuer de la meˆme manie`re chaque solution, un maillage
re´gulier est effectue´ pour toutes les solutions de patchs obtenues. Ce maillage reste
le meˆme tout au long de l’optimisation afin d’e´viter toute influence du maillage sur
l’AG. Le collage parfait est cre´e´ entre la plaque et le patch composite en fusionnant
les noeuds des e´le´ments. Le fait de fusionner les noeuds a pour conse´quence d’avoir
le meˆme maillage pour la structure et pour le patch composite (voir Figure 2.10). La
courbe spline est donc discre´tise´e et cette discre´tisation de´pend du maillage utilise´.
Le nombre total d’e´le´ments de la structure est e´gal a` 1264. La taille du coˆte´
d’un e´le´ment est e´gale a` 5 mm. Le trou place´ au milieu de la plaque entraˆıne une
concentration de contrainte. Par conse´quent, un maillage raffine´ est effectue´ autour
de ce trou (voir le zoom sur la Figure 2.10). Pour une simple plaque troue´e sans
patch, soumise a` un essai de traction, les calculs nume´riques peuvent eˆtre compare´s
a` la solution analytique dans le cas ou` le rayon est faible par rapport a` la longueur
de la plaque [62], ceci afin d’appre´cier la densite´ du maillage et la convergence du
calcul. La Figure 2.11 repre´sente l’e´volution de la contrainte σyy suivant l’axe x avec
une contrainte nominale σn = 12, 5 MPa.
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Fig. 2.10 – Discre´tisation du maillage utilise´.
Fig. 2.11 – Evolutions the´orique et nume´rique de la contrainte σyy suivant l’axe x.
Selon la the´orie, la contrainte maximum σyy au bord du trou doit eˆtre e´gale a` 3 σn,
ce qui correspond ici a` 37, 5 MPa. Cette valeur est a` comparer avec les 38,8MPa ob-
tenus par le calcul par e´le´ments finis, soit 3,5% d’erreur. L’augmentation du nombre
d’e´le´ments tendrait vers une meilleure estimation de cette valeur maximale mais
augmenterait conside´rablement le nombre d’inconnues nodales, et donc le temps
de calcul. La pre´sente densite´ du maillage repre´sente un bon compromis entre la
pre´cision des re´sultats et le temps de calcul.
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2.9.4 Construction de la forme du patch
La fonction « spline » d’Ansys est utilise´e afin de mode´liser la ge´ome´trie du patch.
Huit points d’interpolation sont utilise´s. Comme des patchs sans boucle doivent eˆtre
ge´ne´re´s d’apre`s les hypothe`ses retenues pour le calcul, une proce´dure heuristique
adapte´e a e´te´ de´veloppe´e. Elle repose sur diffe´rentes e´tapes qui sont de´crites ci-
dessous.
Tout d’abord un quadrangle de´fini par quatre points Q1, Q2, Q3 et Q4 est
cre´e´ ale´atoirement. Ensuite, chaque coˆte´ est de´forme´ avec quatre autres points tire´s
eux aussi ale´atoirement. Une courbe spline passe par les huit points et de´finit la
ge´ome´trie du patch. La proce´dure heuristique mise au point pour e´viter les boucles
est la suivante (voir Figure 2.12) :
– d’abord un point I repre´sente´ sur la figure est construit a` partir des points
Q1,Q2,Q3 et Q4 qui de´finissent le quadrangle. Ses coordonne´es sont :


xI =
min(xQ2, xQ3) +max(xQ1, xQ4)
2
yI =
min(yQ1, yQ2) +max(yQ3, yQ4)
2
(2.11)
– ensuite un premier point R1 de´forme l’un des coˆte´s. L’aire b est de´finie par les
lignes d1, d2, d3 et (Q1Q2). L’aire 1 est de´finie par les lignes d1, d2 et (Q1Q2).
Les lieux autorise´s pour le premier point R1 sont l’aire 1 et l’aire b (voir Figure
2.12-b) ;
– le lieu du deuxie`me point R2 de´pend de la localisation du premier point R1 :
si le premier point R1 est a` l’inte´rieur de l’aire b, alors la position du deuxie`me
point R2 est limite´e a` l’aire 2. Si le premier point R1 est a` l’inte´rieur de l’aire
1, alors la position du deuxie`me point R2 est limite´e aux aires 2 et c. L’aire
2 est de´finie par les lignes d5, d6 et (Q2Q3). L’aire c est de´finie par les lignes
d4, d5, d6 et (Q2Q3) (voir Figure 2.12-c) ;
– la localisation du troisie`me point R3 de´pend de la localisation du deuxie`me
point : si le deuxie`me point R2 est a` l’inte´rieur de l’aire c, la localisation du
troisie`me point R3 est limite´e a` l’aire 3. Si le deuxie`me point est a` l’inte´rieur
de l’aire 2, le troisie`me point est a` l’inte´rieur des aires 3 et d. L’aire 3 est de´finie
par les lignes d8, d9 et (Q3Q4). L’aire d est de´finie par les lignes d7, d8, d9 et
(Q3Q4) (voir Figure 2.12-d).
– la localisation du dernier point de´pend a` la fois de la localisation du premier
et du troisie`me point. Si le premier point est a` l’inte´rieur de l’aire b ou si le
troisie`me point est a` l’inte´rieur de l’aire d, la localisation du dernier point est
limite´e a` l’aire 4 de´finie par les lignes d11, d12 et (Q1Q4). Dans le cas contraire,
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la localisation du dernier point est limite´e a` l’aire 4 et a` l’aire e de´finie par les
lignes d10, d11, d12 et (Q1Q4) (voir Figure 2.12-e).
Il a e´te´ observe´ que cette proce´dure produisait rarement des individus invalides. Le
taux de validite´ est supe´rieur a` 90% alors qu’il aurait e´te´ infe´rieur a` 1% si aucune
pre´caution n’avait e´te´ prise. Cette proce´dure garantit de surcroˆıt une large diversite´
de formes de patch.
La surface du patch est ensuite calcule´e pour savoir si elle ne de´passe pas les
20% de la surface de la plaque a` renforcer. Dans le cas contraire, le patch est rejete´.
Il est a` noter que les parties du patch qui traversent la zone qualifie´e d’interdite au
paragraphe 2.9.2 sont simplement efface´es. Ce cas apparaˆıt concre`tement dans les
exemples traite´s au chapitre 3.
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a - De´finition du point I b - Construction du point R1
c - Construction du point R2 d - Construction du point R3
e - Construction du point R4 f - Forme du patch composite
Fig. 2.12 – Construction d’une courbe spline a` huit points d’interpolation.
2.10 Choix des ope´rateurs de l’AG
2.10.1 Introduction
Ce paragraphe pre´sente les principaux choix d’ope´rateurs et de parame`tres uti-
lise´s dans la proce´dure d’optimisation. Quelques calculs pre´liminaires ont e´te´ re´alise´s
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sur la structure pre´sente´e sur la Figure 2.9. Ils ont permis d’ajuster les parame`tres
afin d’obtenir un bon compromis entre exploration et exploitation (voir paragraphe
2.7).
Dans l’approche propose´e, chaque patch est repre´sente´ par un chromosome symbolise´
sur la Figure 2.13.
Fig. 2.13 – Vue sche´matique d’un chromosome.
Chaque ge`ne d’un chromosome repre´sente une variable de conception : les coor-
donne´es des huit points d’interpolation de la courbe spline, les angles θi et β, soit
un total de 23 variables dont 17 continues et 2 discre`tes.
2.10.2 Choix des ope´rateurs de se´lection et de croisement
Deux ope´rateurs de se´lection sont utilise´s : l’ope´rateur de se´lection e´litiste et
l’ope´rateur de se´lection proportionnelle (voir paragraphe 2.4). L’ope´rateur de se´lection
par tournoi n’a pas e´te´ utilise´. L’ope´rateur de croisement uniforme est utilise´ pour
l’orientation des plis, l’ope´rateur de croisement re´el pour l’orientation globale β et
pour les coordonne´es des points d’interpolation de la courbe spline (voir paragraphe
2.5). Le croisement de deux courbes splines est un point important. La Figure 2.14
repre´sente la construction d’une des deux courbes splines enfants. Les points enfants
E sont de´finis a` partir des points parents P , P ’ avec un poids choisi ale´atoirement
(voir paragraphe 2.5). Des tests sont effectue´s afin de ve´rifier qu’il n’y ait pas de
boucles dans la courbe spline obtenue. Ensuite la surface de l’enfant est calcule´e :
si sa surface de´passe 20% de la surface totale de l’e´chantillon, alors il est e´limine´.
Un croisement primitif est ajoute´ afin d’acce´le´rer la convergence de l’AG (voir pa-
ragraphe 2.5).
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Fig. 2.14 – Construction des courbes splines enfants.
2.10.3 Inte´gration d’un nouvel ope´rateur : l’ope´rateur de
translation
Afin de comple´ter ce croisement primitif, un ope´rateur dit de translation a e´te´
imple´mente´. Il consiste a` tester 4 individus supple´mentaires. Dans cette approche
bidimensionnelle, la forme du meilleur individu est translate´e suivant les quatre
directions : x, −x, y et −y respectivement. De ce fait, si l’un des 2×nv+4 individus
(2×nv dus au croisement primitif et 4 dus a` l’ope´rateur de translation) est meilleur
que le meilleur individu de la ge´ne´ration en cours, il est place´ dans la ge´ne´ration
suivante.
2.10.4 Valeurs des parame`tres
Les valeurs des diffe´rents parame`tres qui pilotent l’AG sont les suivantes :
– une taille de population dynamique a e´te´ choisie [22] : en effet, il a e´te´ constate´
qu’une taille fixe de population allongeait le temps de calcul par rapport a` une
taille dynamique. De plus, des tests pre´liminaires ont montre´ que les individus
trouve´s sont meilleurs avec une taille de population dynamique ;
– une population initiale de 160 individus est choisie. Les premiers calculs ont
montre´ que les populations plus petites convergent souvent vers un minimum
local et que le temps de calcul avec des populations plus grandes est beaucoup
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trop long ;
– un croisement uniforme est choisi pour les 6 variables discre`tes θi, i = 1..n.
Les premiers tests ont montre´ que l’utilisation du croisement a` deux points ou
l’utilisation du croisement uniforme donnait le meˆme re´sultat. Dans notre cas,
le nombre de points de croisement a tre`s peu d’influence sur le re´sultat. Cela
provient du fait que le nombre de possibilite´s de se´quences d’empilement reste
faible (144). En effet, seuls 6 plis constituent le stratifie´ et l’ordre d’empilement
n’est pas pris en compte ;
– l’ope´rateur de croisement primitif est ajoute´ (voir paragraphe 2.5) afin d’acce´le´-
rer la convergence. La valeur des parame`tres gouvernant les variations de
chaque ge`ne de´pend de la nature des variables de conception. Cette valeur
est e´gale a` 45 degre´s pour l’orientation des plis et 1 degre´ pour l’orientation
globale β. Cette valeur de´pend de la taille de l’e´le´ment fini pour les coor-
donne´es des points d’interpolation. En effet, si la variation des coordonne´es
est plus petite que la taille de l’e´le´ment, le croisement primitif n’a aucun effet
du fait de la discre´tisation de la courbe spline.
2.10.5 Re´sume´ des choix effectue´s
Les ope´rateurs et les parame`tres utilise´s sont re´sume´s dans le Tableau 2.1. L’AG
et ses ope´rateurs sont repre´sente´s symboliquement sur la Figure 2.15.
Fig. 2.15 – Description de l’algorithme ge´ne´tique et des ope´rateurs utilise´s.
-58-
Optimisation d’un patch composite par algorithme ge´ne´tique. Couplage
avec un code de calcul par e´le´ments finis
Ope´rateurs Caracte´ristiques
ope´rateurs de
se´lection
se´lections e´litiste et proportionnelle
ope´rateurs de croise-
ment
re´el pour les coordonne´es des points d’inter-
polation de la courbe spline et pour l’orien-
tation de re´fe´rence, discret pour l’orientation
des plis. Deux parents donnent naissance a`
deux enfants. Probabilite´ de mutation e´gale
a` 0,01
e´volution de la popu-
lation
taille dynamique avec une population initiale
de 160 individus, 60 ge´ne´rations ce qui cor-
respond environ a` 4000 analyses par e´le´ments
finis
ope´rateurs addition-
nels
croisement primitif et ope´rateur de transla-
tion avec une valeur de variation discre´tise´e
due au couplage avec le code d’e´le´ments finis
Tab. 2.1 – Choix des ope´rateurs.
2.10.6 Autre crite`re : crite`re de de´faillance
D’autres contraintes peuvent eˆtre ajoute´es dans cette e´tude, bien qu’elles ne
soient pas inte´gre´es a` l’AG. En effet, du fait de la mode´lisation bidimensionnelle,
il n’est pas pertinent d’inte´grer des crite`res de de´faillance de la colle ou du patch.
Contrairement a` d’autres outils d’optimisation, les AGs permettent d’obtenir une
famille de solutions qui peuvent eˆtre ve´rifie´es a posteriori vis-a`-vis de contraintes
additionnelles comme les crite`res de de´faillances.
Conside´rons par exemple la de´faillance du patch composite avec le crite`re de Tsai-
Wu. Pour chaque pli du stratifie´, le crite`re de Tsai-Wu doit eˆtre ve´rifie´ (voir Equation
(1.10)). Les proprie´te´s de re´sistance sont pre´sente´es Tableau 1.2. La de´faillance du
substrat ou de la colle peut eˆtre aussi ve´rifie´e. Pour cela, le crite`re de Von Mises est
utilise´ (voir Equation (1.11)).
A la fin de l’AG, des calculs sont donc effectue´s avec les meilleurs individus afin de
ve´rifier les crite`res de Tsai-Wu et de Von Mises. Les calculs par e´le´ments finis sont
conduits avec Ansys en inte´grant le comportement e´lastique line´aire isotrope de la
colle (E=10 GPa, ν=0,3) avec une e´paisseur de 0,125 mm.
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2.11 Conclusion
Les bases des AGs ont e´te´ pre´sente´es en soulignant le fait que leur difficulte´
d’emploi re´side dans le re´glage des ope´rateurs et de leurs parame`tres. La longueur des
calculs due aux nombreuses e´valuations de la fonction d’adaptation constitue aussi
un handicap, surtout lorsque des calculs par e´le´ments finis sont ne´cessaires, comme
dans le cas pre´sent. L’e´tude bibliographique a montre´ qu’ils ont e´te´ de´veloppe´s avec
succe`s pour l’optimisation de stratifie´s [72]. Ce chapitre a pre´sente´ le prolongement
de ce travail a` l’optimisation de la forme et de la position d’un patch composite (voir
Figure 2.16). Le couplage d’un AG avec un code de calcul par e´le´ments finis permet
l’optimisation de l’empilement du stratifie´ ainsi que l’optimisation de la forme et
de la position du patch composite dans un contexte de renforcement de structure.
L’application de l’AG a` diffe´rents cas va maintenant eˆtre aborde´e.
Fig. 2.16 – Re´sume´ du chapitre 2.
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Applications a` des proble`mes de
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L’outil d’optimisation pre´ce´demment de´veloppe´ est applique´ dans diffe´rents cas.
Dans un premier temps, deux essais statiques sur une plaque troue´e sont conside´re´s.
Les deux essais sont respectivement un essai de traction et un essai de cisaillement
a` de´placements impose´s. Pour des raisons de simplicite´, la contrainte e´quivalente
de Von Mises est utilise´e comme fonction objectif lors de ces deux essais. Dans un
deuxie`me temps, l’AG est applique´ dans le cas d’un essai de fatigue simule´. Le crite`re
de Dang Van est utilise´ comme fonction objectif afin de quantifier le renforcement
cre´e´ par les patchs optimise´s. Enfin, un patch composite est optimise´ afin de renforcer
une voilure-type d’avion endommage´e. L’objectif est de re´duire dans ce cas les efforts
pre`s de la zone a` soulager. Dans le but d’e´valuer le renforcement des patchs optimise´s
dans les diffe´rents cas, les re´sultats sont compare´s au cas d’une structure renforce´e
par un patch de ge´ome´trie simple (cercle ou rectangle) dont l’aire est e´gale a` 20%
de la surface totale et dont les fibres sont aligne´es avec l’axe de la sollicitation.
3.1 Chargements statiques
3.1.1 Fonction objectif
La fonction objectif d’un individu i est obtenue en calculant la moyenne de la
contrainte de Von Mises σVMi dans la zone a` soulager. La fonction objectif fi et la
fonction d’adaptation Fi d’un individu i s’e´crivent :{
fi = σ
VM
i
Fi = σ
VM(pire individu)− σVMi
(3.1)
La contrainte σVM(pire individu) correspond a` la moyenne de la contrainte de Von
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Mises du moins bon individu a` chaque ge´ne´ration. Cette contrainte correspond aussi
a` la constante C de l’Equation (2.4).
3.1.2 Essai de traction
Le proble`me de renforcement est le meˆme que pre´ce´demment (Figure 2.9) : le
chargement exte´rieur se re´duit ici a` des de´placements impose´s uy = 1 mm. Chaque
individu i est e´value´ graˆce a` un rapport ri de´fini par :
ri =
fi
fre´f
× 100 (3.2)
fref correspond a` la moyenne de la contrainte de Von Mises dans la zone a` soulager
de la structure non renforce´e. La valeur du rapport ri du meilleur individu au long
de la proce´dure est repre´sente´e sur la Figure 3.1. Le temps de calcul est dans ce
cas d’environ un jour avec un ordinateur PC Pentium IV 3.06 GHz, avec 1 Go de
RAM. La convergence est atteinte a` la 47eme ge´ne´ration, avec une contrainte e´gale a`
82,2% de la valeur de re´fe´rence fref. Au de´but de l’AG, la valeur du meilleur individu
de´croˆıt rapidement. Ensuite, l’e´volution ralentit progressivement et atteint 82,2%.
Pour information, il est inte´ressant de noter que la contrainte maximale dans la
zone a` soulager a chute´ quant a` elle de 22%. Par comparaison, un patch circulaire
de meˆme surface centre´ sur le trou, avec une orientation globale β = 90 degre´s et 6
plis a` 0 degre´, ne diminue la contrainte moyenne de Von Mises que de 7%.
La Figure 3.2 repre´sente la ge´ome´trie du patch optimise´ obtenu. Puisque la forme
du patch est de´finie par une seule courbe spline, la pre´sence des deux parties du patch
repre´sente´es sur la figure est une conse´quence de la pre´sence de la zone interdite,
zone ou` la courbe spline est efface´e (voir chapitre 2). Les six plis sont tous oriente´s
a` 1 degre´ par rapport a` la direction y. Les fibres sont donc quasiment oriente´es avec
la direction de sollicitation, comme le sugge`re l’intuition. Il est inte´ressant de noter
que des solutions quasi syme´triques ont e´galement e´te´ trouve´es graˆce a` l’AG.
La Figure 3.3 repre´sente, pour la solution optimale, la contrainte de Von Mises
σVM dans la plaque d’aluminium suivant la direction x. Deux vues sont pre´sente´es :
l’une au milieu de la plaque et l’autre proche de l’encastrement. En observant la vue
2 de la Figure 3.3, il est inte´ressant de noter que les contraintes sont plus importantes
dans la partie droite de la plaque : l’un des effets du patch optimise´ est de de´vier le
flux de contraintes de la structure graˆce a` la dissyme´trie de la ge´ome´trie.
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Fig. 3.1 – Courbe de convergence dans le cas d’un essai de traction.
Fig. 3.2 – Structure renforce´e et distribution de la contrainte de Von Mises dans
l’aluminium.
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Fig. 3.3 – Coupes de la distribution de la contrainte de Von Mises dans l’aluminium
au milieu et en bas de la structure renforce´e.
Deux phe´nome`nes de renforcement sont observe´s : un renforcement « local » et
un renforcement « global ». Les contraintes sont habituellement concentre´es dans
le patch composite et cela provoque un renforcement dans le voisinage de celui-ci :
ceci peut eˆtre conside´re´ comme du renforcement local. Ce phe´nome`ne est utilise´ en
re´paration avec un patch circulaire par exemple. Le renforcement global, quant a` lui,
induit une nouvelle distribution des contraintes dans toute la structure. Il consiste a`
de´vier le flux de contraintes loin de la zone a` soulager. Ce renforcement global peut
eˆtre observe´ sur la Figure 3.3 ou` le niveau de contraintes est plus important dans la
partie droite de la plaque, que ce soit au milieu ou pre`s de l’encastrement.
La surface du patch composite peut eˆtre divise´e en deux parties. La partie gauche
provoque essentiellement un renforcement local : elle renforce graˆce a` sa pre´sence
pre`s du trou. L’effet global de cette partie est faible quant a` lui, car son influence est
ne´gligeable sur les contraintes pre`s de l’encastrement. La partie droite, quant a` elle,
induit un renforcement plus global : elle de´vie les contraintes vers la partie droite
de la structure.
Le phe´nome`ne le plus important, pour un renfort efficace, semble eˆtre en fait
le renforcement global. Il est principalement duˆ a` l’orientation des fibres et a` la
ge´ome´trie e´tire´e. Dans notre cas, c’est la ge´ome´trie qui induit principalement le ren-
forcement global. Il est a` noter que les deux parties du patch composite renforcent
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localement et globalement, mais le renforcement local (respectivement le renforce-
ment global) est plus pre´sent dans la partie gauche (respectivement dans la partie
de droite).
Il faut noter que le patch optimise´ satisfait au crite`re de Tsai-Wu (voir chapitre
1). Cette solution est donc valide´e pour ce test de traction.
Enfin, l’AG a e´te´ lance´ plusieurs fois avec des populations initiales diffe´rentes.
La Figure 3.4 repre´sente quelques unes des solutions repre´sentatives trouve´es. Ce-
pendant, dans la plupart des patchs optimise´s, l’AG cherche a` de´vier le flux de
contraintes soit dans la partie gauche ou soit dans la partie droite de la structure a`
renforcer. En effet, le patch de la Figure 3.2 de´vie le flux de contraintes dans la partie
droite alors que le premier patch de la Figure 3.4 de´vie le flux de contraintes dans
la partie gauche de la structure. Dans cet exemple, la varie´te´ des patchs optimise´s
est assez importante. Les exemples pre´sente´s sur la Figure 3.4 sont cependant moins
efficaces que celui de la Figure 3.2 (ri=86,2% et 87,3% au lieu de 82,2%).
Fig. 3.4 – Autres patchs trouve´s dans le cas d’un essai de traction.
3.1.3 Essai de cisaillement
Le proble`me de renforcement pre´ce´demment de´crit est repris ici, mais avec un
chargement diffe´rent. Dans ce paragraphe, la structure est soumise a` un essai de
cisaillement au lieu d’un essai de traction (Figure 3.5). La fonction objectif fi ainsi
que la fonction d’adaptation Fi sont les meˆmes que dans le cas de l’essai de traction.
Les de´placements impose´s
−→
U sur les noeuds de la frontie`re sont calcule´s a` partir des
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relations suivantes :
−→
U =
−→
A · −−→OM (3.3)
avec :
−→
U :
(
Ux
Uy
)
(3.4)
−→
A :
(
0 εxy
εxy 0
)
(3.5)
−−→
OM :
(
x
y
)
(3.6)
Fig. 3.5 – Essai de cisaillement.
La Figure 3.6 repre´sente la valeur du rapport ri du meilleur individu en fonction
du nume´ro de la ge´ne´ration. Au de´but de l’AG, la valeur du meilleur individu de´croˆıt
rapidement. Ensuite, elle ralentit progressivement afin d’atteindre 95,6%, ce qui est
e´quivalent a` une diminution de 4,4% dans la zone endommage´e. Il est inte´ressant de
noter que la diminution de la contrainte de Von Mises est beaucoup moins importante
que dans le cas de l’essai de traction. La contrainte maximale a diminue´ quant a`
elle de 3,3%. Par comparaison, un patch circulaire avec 6 plis oriente´s a` 45 degre´s
(respectivement a` ±45 degre´s) augmente la contrainte moyenne de Von Mises de
6,8% (respectivement 6,2%), ce qui est contraire a` l’objectif a` atteindre.
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Fig. 3.6 – Courbe de convergence dans le cas d’un essai de cisaillement.
La ge´ome´trie du patch optimal et la distribution de la contrainte de Von Mises
dans la plaque d’aluminium sont repre´sente´es sur la Figure 3.7. Les six plis sont
tous oriente´s a` 52 degre´s par rapport a` la direction x. Le patch de´vie les contraintes
sur la partie gauche supe´rieure de la plaque. Lors de cet essai de cisaillement, le
phe´nome`ne de renforcement est essentiellement duˆ au renforcement global. De plus,
le patch optimise´ satisfait le crite`re de Tsai-Wu. Cette solution semble donc efficace
afin de renforcer une plaque troue´e soumise a` un essai de cisaillement.
a - Patch optimise´ b - Distribution de la contrainte de Von Mises
Fig. 3.7 – Structure renforce´e de manie`re optimale et distribution de la contrainte
de Von Mises dans la plaque d’aluminium.
L’AG a e´te´ lance´ plusieurs fois avec des populations initiales diffe´rentes. La Figure
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3.8 repre´sente quelques unes des solutions repre´sentatives trouve´es qui appartiennent
essentiellement a` deux familles de formes. Sur la Figure 3.8, le premier patch corres-
pond a` une solution syme´trique de l’optimum de la Figure 3.7a. Cette solution (ou
une solution syme´trique e´quivalente) a e´te´ trouve´e plusieurs fois. La deuxie`me forme
de patchs observe´e correspond a` une croix a` trois branches. Cette forme peut eˆtre
conside´re´e comme e´tant la forme pre´ce´dente enrichie d’une branche supple´mentaire.
Cette solution consiste aussi a` de´vier les contraintes dans un des coins de la structure,
avec un renforcement supple´mentaire duˆ a` la troisie`me branche. La pre´sence de deux
formes principales de patchs montre qu’il y a peu d’optima locaux en comparaison
avec l’exemple pre´ce´dent.
Fig. 3.8 – Patchs optimise´s dans le cas d’un essai de cisaillement.
3.2 Chargement cyclique
3.2.1 Fonction objectif
Le proble`me pre´ce´demment de´crit est ici repris. Cette fois-ci, la plaque est sou-
mise a` un essai de fatigue et le but est de retarder l’apparition des fissures dans la
zone a` soulager. Un crite`re de limite e´lastique de type Von Mises ne suffit plus pour
e´valuer le niveau de renforcement. Afin de pouvoir retarder l’apparition des fissures,
un crite`re de fatigue doit eˆtre utilise´. Parmi les crite`res multiaxiaux, le crite`re de
Dang Van est le plus re´pandu [93]. Il est donc ici choisi afin de pouvoir e´valuer de
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manie`re pertinente le renforcement du patch composite sur le comportement en fa-
tigue de la structure. C’est un crite`re a` la fois spatial et temporel qui est base´ sur
un concept de « plan critique » et de « moment critique » : ce crite`re repose sur des
indicateurs de dommages qui permettent de trouver le plan le plus endommageant
au moment le plus endommageant [93].
Pour un plan mate´riel de normale
−→
h , l’indicateur de dommages propose´ par Dang
Van est une combinaison line´aire de la pression hydrostatique p(t) et de la contrainte
de cisaillement alterne´e −→τha(t) au meˆme moment t. Cette contrainte de cisaillement
alterne´e −→τha(t) repre´sente la de´viation du vecteur cisaillement par rapport a` sa valeur
moyenne durant le cycle de chargement (voir Figure 3.9). Ce vecteur cisaillement est
de´fini comme la projection du vecteur contrainte dans le plan perpendiculaire a`
−→
h .
Fig. 3.9 – De´finition de la contrainte de cisaillement
→
τha (t).
La proce´dure ne´cessite de passer en revue tous les plans mate´riels possibles afin
d’avoir acce`s a` cet indicateur de dommages. De plus, chaque plan doit eˆtre analyse´
durant le cycle de chargement afin d’obtenir le moment critique. Finalement, le
crite`re de Dang Van revient a` une triple maximisation. En lui associant ce crite`re,
la fonction objectif fi de chaque individu est obtenue :
fi = max
x,y
max−→
h
max
t
(
∥∥∥−−−→τha(t)∥∥∥+ αp(t)− β) (3.7)
Les coefficients α et β repre´sentent des caracte´ristiques mate´rielles de fatigue
lie´es aux limites d’endurance du mate´riau. En pratique, α et β peuvent eˆtre de´finis
a` partir de deux essais de fatigue. x et y varient entre les limites de la zone a` soulager.
3.2.2 Mode`le me´canique
Le cycle de chargement est repre´sente´ sur les Figures 3.10 et 3.11. Dans cet
exemple, le chargement est biaxial : σ1(t) et σ2(t). Ces deux contraintes sont conside´-
re´es comme constantes sur chaque demi-cycle. Chaque demi-cycle a la meˆme dure´e.
Les cycles utilise´s dans l’ae´ronautique sont beaucoup plus complexes mais la proce´dure
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resterait la meˆme dans ce cas. σ1(t) est e´gale a` 50MPa (respectivement 100MPa)
durant la premie`re (respectivement la seconde) partie du cycle. σ2(t) est e´gale a`
200MPa (respectivement 150MPa) durant la premie`re (respectivement la seconde)
partie du cycle. Ce type de chargement correspond donc a` un chargement non pro-
portionnel.
Afin d’e´valuer le crite`re de Dang Van, le cycle de chargement est discre´tise´ en
deux parties qui correspondent aux deux types de chargements. Concre`tement, cela
revient a` conduire deux calculs par e´le´ments finis pour chaque individu.
Fig. 3.10 – Description du proble`me de fatigue.
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Fig. 3.11 – Description des cycles applique´s.
3.2.3 Patchs optimise´s
L’AG est applique´ de manie`re a` obtenir le patch composite qui minimise le crite`re
de Dang Van. L’algorithme converge au bout de 1 jour avec la meˆme machine qu’au
paragraphe 3.1.2. La Figure 3.12 pre´sente 3 patchs optimise´s obtenus a` partir de
populations initiales diffe´rentes.
Fig. 3.12 – Patchs optimise´s dans le cas d’un chargement cyclique.
L’orientation globale β du meilleur composite est e´gale a` 68 degre´s et la se´quence
d’empilement est : [-45 45 -45 90 90 0]T . La re´duction du crite`re de Dang Van est
de 24,1%. Durant le cycle, l’indicateur de dommages est maximal pour la seconde
partie du chargement correspondant a` σ1(t) = 100MPa et σ2(t) = 150MPa. Durant
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l’optimisation, le cycle de chargement correspondant a` l’indicateur de dommages
le plus e´leve´ n’est pas toujours le second : il diffe`re d’un patch a` un autre. Par
comparaison, un patch quasi isotrope re´duit le crite`re de Dang Van de 5,9%.
Le patch optimise´ n’entoure pas comple´tement la zone endommage´e. Cela signifie
que le renforcement du patch optimise´ n’est pas que « local ». En effet, le renforce-
ment n’est pas seulement une conse´quence de la re´duction de contraintes due a` la
proximite´ imme´diate du patch composite. Le patch optimise´ est logiquement situe´
pre`s de la zone a` soulager, mais une partie significative est localise´e loin du trou,
comme sur la partie gauche de la structure par exemple. En fait, le patch composite
optimise´ modifie le champ de contraintes dans toute la structure. Dans cet exemple,
le renforcement combine a` la fois du renforcement local et du renforcement global.
La se´quence d’empilement contribue astucieusement a` ces deux types de renforce-
ment. De plus, dans cet exemple, la varie´te´ des patchs optimise´s est plus importante
que dans le cas de l’essai de cisaillement, ce qui montre la pre´sence d’un plus grand
nombre d’optima locaux. Ces diverses solutions permettent de disposer d’une pa-
lette relativement riche pour choisir un patch vis-a`-vis d’autres crite`res comme le
cisaillement maximal dans la colle par exemple.
3.3 Application a` une voilure d’avion
L’AG de´veloppe´ est maintenant applique´ a` une structure plus proche de l’ap-
plication finale qui est une voilure d’avion. L’exemple suivant ne comporte pas les
caracte´ristiques ge´ome´triques et mate´rielles re´elles ainsi que le chargement re´el de
la voilure d’un Alphajet. La zone la plus sollicite´e se situe cependant la` aussi a`
proximite´ de l’encastrement voilure-fuselage comme le montre la Figure 2.
3.3.1 Mode`le me´canique
Un mode`le me´canique proche de la voilure Alphajet a e´te´ re´alise´ a` partir de
plans fournis par l’AIA. Le mode`le pre´sente´ diffe`re de la voilure re´elle au sens ou` la
ge´ome´trie et les caracte´ristiques mate´rielles ont e´te´ change´es. La voilure est rigidifie´e
par neuf raidisseurs et quatre nervures. La Figure 3.13 repre´sente le mode`le de la
voilure.
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Fig. 3.13 – Mode`le ge´ome´trique de la voilure.
La voilure comple`te est constitue´e d’aluminium 2024 T3 conside´re´ comme e´lastique
isotrope line´aire (E = 72GPa, υ =0,32) d’e´paisseur 4 mm. Les moments d’inertie
des raidisseurs et des nervures sont e´gaux a` 1500 mm2. Les raidisseurs et les ner-
vures sont re´partis de manie`re e´quidistante sur la voilure. Le patch composite a les
proprie´te´s de´crites dans le paragraphe 2.9.2.
3.3.2 Mode´lisation par e´le´ments finis
Le code de calcul par e´le´ments finis Ansys est utilise´ pour la mode´lisation de cette
voilure. Une mode´lisation plane est retenue. Les e´le´ments SHELL93 sont choisis pour
mode´liser le corps de la voilure et des e´le´ments de poutre BEAM4 sont retenus pour
les raidisseurs et les nervures. Le chargement se re´duit ici a` un essai de traction.
Plusieurs cas plus complexes devraient eˆtre e´tudie´s pour traiter un cas re´el. La
Figure 3.14 repre´sente le chargement et la contrainte de Von Mises dans la voilure
non renforce´e.
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Fig. 3.14 – Chargement et distribution de la contrainte de Von Mises dans la voilure
non renforce´e.
Le calcul par e´le´ments finis montre que des surcontraintes apparaissent en bas
a` droite de l’encastrement, ce qui correspond exactement a` la zone ou` apparaissent
les dommages dans la re´alite´.
3.3.3 Fonction objectif
La fonction objectif d’un individu i est obtenue en calculant la somme des normes
des re´actions aux appuis F sur une longueur e´gale a` 225mm dans le coin infe´rieur
droit de l’encastrement, ce qui correspond au huitie`me de la longueur de l’encastre-
ment. La fonction objectif fi et la fonction d’adaptation Fi d’un individu i s’e´crivent :

fi =
na∑
k
‖F‖k
Fi =
na∑
k
‖F‖(pire individu)k −
na∑
k
‖F‖k
(3.8)
na correspond au nombre d’appuis sur une longueur e´gale a` 225mm de l’encastre-
ment.
3.3.4 Patchs optimise´s
La somme des forces dans la zone critique est e´gale a` 71880N dans le cas de la
structure non renforce´e. La Figure 3.15 repre´sente les patchs optimise´s trouve´s pour
diffe´rentes e´paisseurs de renfort. Le meilleur patch optimise´, avec une e´paisseur de
1,5 mm, diminue la somme des forces dans la zone critique de 15,5%. Cette re´duction
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peut paraˆıtre faible mais elle permet potentiellement d’augmenter la dure´e de vie
re´siduelle de la structure de manie`re importante, comme le montrerait un crite`re de
fatigue. Le patch de´vie les contraintes sur la partie supe´rieure de la voilure, afin de
soulager la zone endommage´e. Il est important de noter que cette partie supe´rieure
est donc surcharge´e par rapport a` la voilure initiale, mais elle posse`de a priori une
re´serve de dure´e de vie plus importante que la partie endommage´e. Ce re´sultat peut
eˆtre compare´ a` un patch rectangulaire colle´ dans le coin en bas a` droite de la voilure,
dont l’aire serait e´gale a` 20% de la structure. Ce patch diminue de 4,7% la somme
des forces.
L’orientation des plis du patch optimise´ est homoge`ne d’un pli a` l’autre. Tous
les plis sont oriente´s a` 23 degre´s par rapport a` l’axe x. Cet angle est le´ge`rement plus
faible que l’angle des raidisseurs (environ 30 degre´s).
a - Patchs optimise´s avec une e´paisseur e´gale a` 1,5 mm
b - Patchs optimise´s avec une e´paisseur e´gale a` 0,75 mm
Fig. 3.15 – Patchs optimise´s avec des e´paisseurs variables et distribution de la
contrainte de Von Mises dans la voilure renforce´e.
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Dans le cas ou` l’e´paisseur du patch composite est e´gale a` 0,75 mm, la meilleure
solution est identique a` celle trouve´e dans le cas ou` l’e´paisseur est e´gale a` 1,5 mm. Les
renforcements cre´e´s dans les deux cas sont similaires : le patch composite « attire »
les contraintes dans la partie supe´rieure de la voilure. Cette solution a e´te´ trouve´e
plusieurs fois avec l’AG a` partir de populations initiales diffe´rentes. De plus, l’AG
trouve d’autres solutions tre`s proches du meilleur patch optimise´. Les patchs situe´s
a` droite de la Figure 3.15 sont quasi identiques a` la meilleure solution, que ce soit en
termes de ge´ome´trie ou d’orientation des plis (environ 20 degre´s). Le fait de trouver
plusieurs fois la meˆme solution montre qu’il existe moins d’optima locaux que dans
l’exemple pre´ce´dent.
Une solution classique utilise´e en maintenance ae´ronautique est de coller un patch
d’aluminium afin de renforcer une zone endommage´e. Cette me´thode pre´sente l’avan-
tage que l’ensemble structure/renfort posse`de le meˆme coefficient de dilatation, ce
qui e´vite l’apparition de contraintes dues a` la diffe´rence des coefficients de dilata-
tion en cas de variation de tempe´rature. La Figure 3.16 repre´sente des patchs en
aluminium optimise´s avec une e´paisseur de 1,5 mm.
Fig. 3.16 – Patchs en aluminium optimise´s avec une e´paisseur de 1,5 mm.
Les formes de ces patchs en aluminium sont tre`s proches des patchs optimise´s en
composite. La strate´gie adopte´e par l’AG est, la` aussi, de de´vier le flux de contraintes
dans la partie supe´rieure droite de la voilure. Le meilleur patch diminue la fonction
objectif de 7,8%. Cette valeur est a` comparer avec la valeur du meilleur patch op-
timise´ en composite, soit 15,5%. En d’autres termes, le patch composite renforce
environ deux fois plus qu’un patch en aluminium pour une e´paisseur donne´e, sans
doute graˆce a` son anisotropie et a` sa rigidite´ suivant les fibres supe´rieure a` l’alu-
minium. De plus, il est a` noter que le composite est environ 1,8 fois plus le´ger que
l’aluminium ce qui souligne encore l’inte´reˆt du composite.
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Les exemples pre´ce´dents sont les premiers qui ont e´te´ obtenus avec une voilure
comple`te. D’autres e´tudes sont bien suˆr ne´cessaires pour mieux appre´cier l’apport ef-
fectif des patchs optimise´s. En particulier, d’autres chargements, crite`res, e´paisseurs
ou surfaces de patchs me´riteraient d’eˆtre examine´s, mais nous avons juge´ que ces
taˆches sortaient du cadre de ce travail.
3.4 Conclusion
L’algorithme ge´ne´tique a e´te´ applique´ a` diffe´rents cas de renforcement de struc-
tures de comple´xite´ croissante. La Figure 3.17 re´sume les diffe´rents cas traite´s. Dans
tous les cas, le patch optimise´ renforce de manie`re plus importante que des patchs
composites aux formes simples. Un autre point important de ces applications re´side
dans la fonction objectif utilise´e pour e´valuer la pertinence des solutions propose´es.
Cette fonction objectif a e´te´ adapte´e et de´veloppe´e suivant le cas traite´. C’est ainsi
que la contrainte de Von Mises a e´te´ utilise´e dans le cas d’essais statiques et que le
crite`re de Dang Van a e´te´ de´veloppe´ dans le cas d’un essai de fatigue. Pour l’appli-
cation sur une voilure, la somme des re´actions aux appuis a e´te´ juge´e comme crite`re
pertinent pour l’e´valuation des patchs composites, mais d’autres crite`res pourraient
facilement eˆtre teste´s. Il est a` noter qu’il est important d’e´tudier la zone ou` est re-
distribue´ le flux de contraintes. En effet, il ne faut pas rediriger les contraintes dans
des zones pouvant provoquer la de´faillance de la structure.
Un des points qui n’a pas e´te´ traite´ est l’analyse du collage. En effet, l’algo-
rithme de´veloppe´ ne prend pas en compte les contraintes dans la colle du fait de son
caracte`re bidimensionnel simplificateur. Or, lorsqu’un renfort composite est colle´
sur une structure, une zone de transfert des efforts du substrat vers le composite
apparaˆıt comme souligne´ dans le chapitre 1. Cette zone de transfert d’effort en-
traˆıne des contraintes importantes dans la colle qui sont a` l’origine de la plupart des
de´faillances [21]. Il devient alors ne´cessaire d’e´tudier ce phe´nome`ne pour quantifier
ce niveau de contraintes dans la colle dans le cas de patchs optimise´s.
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Fig. 3.17 – Re´sume´ du chapitre 3.
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Troisie`me partie
Analyse the´orique du
renforcement de structure par
mate´riau composite
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Chapitre 4
Analyse bidimensionnelle du
renforcement de structures
4.1 Introduction ge´ne´rale
Le point faible du renforcement par mate´riaux composites re´side dans la colle qui
permet de solidariser le renfort au substrat. En effet, 53% des de´faillances constate´es
dans les structures ae´ronautiques ainsi re´pare´es sont dues a` la colle d’apre`s la
re´fe´rence [21]. Ces de´faillances sont essentiellement dues au transfert d’effort du
substrat vers le patch composite. Cette zone de transfert d’effort entraˆıne en effet
un pic de cisaillement a` proximite´ du bord libre du patch composite.
Le calcul des distributions de contraintes est donc un point important pour propo-
ser une solution de renforcement adapte´e. Plusieurs mode`les ont e´te´ de´veloppe´s sous
certaines hypothe`ses comme Volkersen [91] ou Goland et Reissner [29] par exemple.
Ces mode`les permettent de calculer quelques solutions analytiques des champs de
contraintes dans la colle et dans le composite [2]. Plus re´cemment, ces the´ories ont e´te´
raffine´es, en inte´grant, par exemple, de grands de´placements [58], le comportement
e´lasto-plastique de la colle [35] [34] ou de nouvelles hypothe`ses sur la distribution
des contraintes dans l’e´paisseur [86]. D’autres apports peuvent eˆtre cite´s comme
l’influence de la ge´ome´trie du bord libre [84] ou encore l’e´tude de composite e´pais
[81]. Il est important de noter que de telles the´ories sont unidirectionnelles, au sens
ou` la structure renforce´e est soumise a` des conditions de chargement simples et que
les contraintes sont calcule´es suivant un mode`le de poutre renforce´e. Les structures
renforce´es sont cependant plus complexes. Par exemple, les structures ae´ronautiques
re´pare´es ou renforce´es par patchs composites sont typiquement des structures bidi-
mensionnelles soumises a` des e´tats de contraintes plus complique´s que les tests usuels
de cisaillement de joints colle´s [11] [9]. L’e´tude bidimensionnelle de structures ren-
force´es par mate´riaux composites est tre`s peu courante dans la litte´rature. Des effets
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bidimensionnels dus a` un couplage entre les diffe´rentes directions sont susceptibles
d’intervenir. Ils sont principalement dus a` la diffe´rence des coefficients de Poisson
entre le substrat et le composite.
Le but de ce chapitre est de calculer la distribution des contraintes dans le patch
composite et dans la colle avec une approche bidimensionnelle afin de prendre en
compte l’effet de Poisson. La premie`re partie concerne l’e´tude de patchs rectangu-
laires. Une approche analytique est de´veloppe´e pour cela. Cette approche permet de
comprendre les me´canismes mis en jeu pour une ge´ome´trie simple et de connaˆıtre
l’influence des divers parame`tres via une e´tude parame´trique. La deuxie`me partie
concerne l’e´tude de patchs de formes complexes en utilisant une approche nume´rique.
Cette approche permet d’analyser l’influence de la topologie du patch composite sur
les distributions des contraintes dans le patch composite et dans la colle. Cette se-
conde e´tude permet aussi de calculer l’e´tat me´canique interne des patchs composites
optimise´s dans le premier chapitre.
4.2 Mode`le me´canique
4.2.1 Hypothe`ses et notations
Le but de ce travail est de calculer les distributions bidimensionnellles des contraintes
dans la colle et dans le patch composite dans le cas ou` ce dernier est de forme rectan-
gulaire (voir Figure 4.1). Il faut souligner que ce proble`me, apparemment simple vu
sa ge´ome´trie, n’a semble-t-il pas e´te´ traite´ dans la litte´rature abondante disponible
sur le collage, ce qui justifie l’e´tude pre´sente´e dans ce paragraphe.
Fig. 4.1 – Ge´ometrie du patch composite.
Les notations suivantes sont utilise´es :
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– lx et ly repre´sentent la longueur et la largeur du patch composite ;
– ep, es et ea repre´sentent les e´paisseurs du patch, du substrat et de la colle ;
– σpxx, σ
p
yy et σ
p
xy repre´sentent les contraintes dans le patch composite ;
– σsxx, σ
s
yy et σ
s
xy repre´sentent les contraintes dans le substrat ;
– σaxz et σ
a
yz repre´sentent les contraintes de cisaillement dans la colle ;
– Ex, Ey, νxy et Gxy repre´sentent les caracte´ristiques mate´rielles du patch com-
posite conside´re´ comme e´lastique line´aire orthotrope ;
– Es et νs repre´sentent les caracte´ristiques mate´rielles du substrat conside´re´
comme e´lastique line´aire isotrope ;
– Ga repre´sente le module de cisaillement de la colle conside´re´e comme e´lastique
line´aire isotrope.
Le mate´riau composite et le substrat sont soumis a` un chargement plan seule-
ment. La colle n’est soumise qu’aux contraintes de cisaillement transverses dans
l’e´paisseur. Les contraintes de chacun des mate´riaux de´pendent a` la fois de la direc-
tion x et de la direction y. Les contraintes de chacun des mate´riaux sont suppose´es
constantes suivant la direction z.
Dans les paragraphes suivants, le but est de trouver une solution analytique dans
deux cas :
– le substrat est soumis a` des contraintes normales suivant x et y (voir Figure
4.2-a) ;
– le substrat est soumis a` des contraintes de cisaillement dans le plan x-y (voir
Figure 4.2-b).
x
z
y
∞
xxσ
∞
yyσ
a - Cas 1 : substrat soumis a` des
contraintes normales seulement
x
z
y
∞
xyσ
∞
xyσ
b - Cas 2 : substrat soumis a` des
contraintes de cisaillement seulement
Fig. 4.2 – Cas e´tudie´s.
4.2.2 Plan de l’e´tude
Les calculs, relativement complexes, me´ritent un plan introductif qui donne les
diffe´rentes e´tapes :
• le paragraphe 4.2.3 de´veloppe les e´quations d’e´quilibre dans le cas bidimensionnel ;
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• le paragraphe 4.3 est consacre´ au cas d’un essai de traction qui est lui-meˆme
de´coupe´ en six sous-parties :
– les e´quations d’e´quilibre dans le cas d’un essai de traction sont de´veloppe´es
dans le paragraphe 4.3.1 ;
– le paragraphe 4.3.2 exprime les conditions aux limites sur Γ2 et Γ4 ;
– le paragraphe 4.3.3 propose une expression analytique de σpxx ;
– le paragraphe 4.3.4 transforme les conditions aux limites sur Γ2 et Γ4 en se´ries
de Fourier ;
– le paragraphe 4.3.5 propose le calcul d’un de´phasage permettant le calcul
the´orique de σpxx ;
– le paragraphe 4.3.6 conclue les diffe´rents de´veloppements effectue´s dans le cas
d’un essai de traction ;
• le paragraphe 4.4 est consacre´ au cas d’un essai de cisaillement qui est lui-meˆme
de´coupe´ en deux sous-parties :
– les e´quations d’e´quilibre dans le cas d’un essai de cisaillement sont de´veloppe´es
dans le paragraphe 4.4.1 ;
– la re´solution de l’e´quation diffe´rentielle obtenue avec une double se´rie de Fou-
rier est pre´sente´e dans le paragraphe 4.4.2.
4.2.3 Equations d’e´quilibre dans le cas bidimensionnel
L’e´tude de l’e´quilibre dans le cas unidimensionnel est classique. Ce point est rap-
pele´ au chapitre 1. Examinons ici les modifications apporte´es par la prise en compte
du caracte`re bidimensionnel du proble`me. L’e´quilibre d’une partie repre´sentative du
patch composite (voir Figure 4.3) s’e´crit dans ce cas :


∂σpxx
∂x
ep − σaxz +
∂σpxy
∂y
ep = 0
∂σpyy
∂y
ep − σayz +
∂σpxy
∂x
ep = 0
(4.1)
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Fig. 4.3 – Equilibre d’une partie repre´sentative du patch composite.
De la meˆme manie`re, l’e´quilibre d’une partie repre´sentative du substrat s’e´crit :


∂σsxx
∂x
ep + σ
a
xz +
∂σpxy
∂y
ep = 0
∂σsyy
∂y
ep + σ
a
yz +
∂σpxy
∂x
ep = 0
(4.2)
Ce syste`me d’e´quations diffe´rentielles pre´sente 5 inconnues pour 2 e´quations.
Des hypothe`ses supple´mentaires, de´pendant du cas traite´, sont donc ne´cessaires de
manie`re a` ajouter 3 nouvelles e´quations afin de re´soudre ce syste`me uniquement avec
les contraintes comme inconnues.
4.3 Essai de traction
4.3.1 Equations d’e´quilibre du patch
Le cas ou` le substrat est soumis a` un essai de traction suivant les directions x et
y est conside´re´ dans ce paragraphe (voir Figure 4.2-a). La contrainte de cisaillement
plan dans le patch composite est suppose´e ne´gligeable e´tant donne´ le faible module
de cisaillement du mate´riau composite. Cette hypothe`se a e´te´ ve´rifie´e par des calculs
pre´liminaires par e´le´ments finis. Dans ce cas, l’e´quilibre entre le patch composite et
le substrat se re´duit a` :
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

∂σpxx
∂x
ep = σ
a
xz
∂σpyy
∂y
ep = σ
a
yz
(4.3)
et :


∂σsxx
∂x
es = −σaxz
∂σsyy
∂y
es = −σayz
(4.4)
Les Equations (4.3) et (4.4) sont combine´es afin d’obtenir les e´quations suivantes :


∂
∂x
(epσ
p
xx + esσ
s
xx) = 0
∂
∂y
(epσ
p
yy + esσ
s
yy) = 0
(4.5)
Les conditions aux limites sur les frontie`res Γ1 et Γ3 (voir Figure 4.1) s’e´crivent :
{
σsxx = σ
∞
xx
σpxx = 0
(4.6)
De la meˆme manie`re, les conditions aux limites sur les frontie`res Γ2 et Γ4 sont les
suivantes :
{
σsyy = σ
∞
yy
σpyy = 0
(4.7)
Dans la suite, les calculs sont seulement mene´s suivant la direction x. Les re´sultats
suivant la direction y sont similaires et ne sont donc pas de´taille´s. En supposant que
la distribution des forces suivant x ne de´pende pas de y, l’Equation (4.5) peut eˆtre
inte´gre´e, ce qui donne :
{
epσ
p
xx + esσ
s
xx = esσ
∞
xx
epσ
p
yy + esσ
s
yy = esσ
∞
yy
(4.8)
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La contrainte dans le substrat est alors exprime´e comme une combinaison de la
contrainte dans le patch et des contraintes limites applique´es au substrat σ∞xx et
σ∞yy :


σsxx = σ
∞
xx −
ep
es
σpxx
σsyy = σ
∞
yy −
ep
es
σpyy
(4.9)
La contrainte de cisaillement transverse σaxz est suppose´e constante a` travers l’e´paisseur
de la colle et s’e´crit quant a` elle :
σaxz = Gaγ
a
xz = Ga
(upx − usx)
ea
(4.10)
ou` upx et u
s
x sont les de´placements suivant x du patch et du substrat. Ces deux
dernie`res e´quations sont introduites dans l’Equation (4.3)-a, ce qui conduit a` :
∂σpxx
∂x
= Ga
(upx − usx)
eaep
(4.11)
Cette e´quation est ensuite de´rive´e afin d’introduire la de´formation longitudinale dans
la colle et dans le substrat :
∂2σpxx
∂x2
= Ga
(εpxx − εsxx)
eaep
(4.12)
Les lois de comportement line´aires e´lastiques du patch composite et de la colle sont
alors introduites :


εpxx =
1
Ex
σpxx −
νxy
Ex
σpyy
εsxx =
1
Es
σsxx −
νs
Es
σsyy
(4.13)
Ces dernie`res e´quations sont introduites dans l’Equation (4.12), ce qui conduit a` :
-86-
Analyse bidimensionnelle du renforcement de structures
∂2σpxx
∂x2
=
Ga
eaep
(
1
Ex
σpxx −
νxy
Ex
σpyy −
1
Es
σsxx +
νs
Es
σsyy) (4.14)
Des re´sultats identiques sont obtenus suivant la direction y :
∂2σpyy
∂y2
=
Ga
eaep
(
1
Ey
σpyy −
νyx
Ey
σpxx −
1
Es
σsyy +
νs
Es
σsxx) (4.15)
Les Equations (4.9) sont ensuite introduites dans les Equations (4.14) et (4.15), ce
qui donne :


∂2σpxx
∂x2
=
Ga
eaep
[
1
Ex
σpxx −
νxy
Ex
σpyy −
1
Es
(σ∞xx −
ep
es
σpxx) +
νs
Es
(σ∞yy −
ep
es
σpyy)]
∂2σpyy
∂y2
=
Ga
eaep
[
1
Ey
σpyy −
νyx
Ey
σpxx −
1
Es
(σ∞yy −
ep
es
σpyy) +
νs
Es
(σ∞xx −
ep
es
σpxx)]
(4.16)
Le syste`me pre´ce´dent peut se re´e´crire :


∂2σpxx
∂x2
= Aσpxx +Bσ
p
yy + C
∂2σpyy
∂y2
= Dσpxx + Eσ
p
yy + F
(4.17)
avec :


A =
Ga
ea
(
1
epEx
+
1
esEs
)
B = −Ga
ea
(
νxy
epEx
+
νs
esEs
)
C =
Ga
eaep
(
νs
Es
σ∞yy −
1
Es
σ∞xx)
D = −Ga
ea
(
νyx
epEy
+
νs
esEs
)
E =
Ga
ea
(
1
epEy
+
1
esEs
)
F =
Ga
eaep
(
νs
Es
σ∞xx −
1
Es
σ∞yy)
(4.18)
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En de´rivant deux fois suivant y la premie`re e´quation du syste`me (4.17) et en introdui-
sant la seconde e´quation du syste`me afin d’e´liminer
∂2σpyy
∂y2
, l’e´quation diffe´rentielle
(4.19) est obtenue :
∂4σpxx
∂x2∂y2
− A∂
2σpxx
∂y2
− E∂
2σpxx
∂x2
+ (EA−BD)σpxx + CE − FB = 0 (4.19)
qui se re´e´crit :
∂4σpxx
∂x2∂y2
− A∂
2σpxx
∂y2
− E∂
2σpxx
∂x2
+Gσpxx +H = 0 (4.20)
avec G = EA−BD et H = CE−FB. Avant de re´soudre cette e´quation dans le cas
ge´ne´ral, les conditions aux limites sur σpxx doivent eˆtre clairement de´finies sur toute
la frontie`re Γ. Elles sont en fait partiellement de´finies dans l’Equation (4.6), le long
de Γ1 et Γ3 de´finis Figure 4.1. Les conditions aux limites le long de Γ2 et Γ4 sont
quant a` elles donne´es en fonction de σpyy dans l’Equation (4.7). σ
p
xx doit donc eˆtre
de´termine´ le long de ces parties de frontie`re, ce qui constitue l’objectif du paragraphe
suivant. Les re´sultats obtenus seront alors pris comme conditions aux limites pour
re´soudre l’Equation (4.20) dans le paragraphe 4.3.3.
4.3.2 De´termination de σp
xx
le long de Γ2 et Γ4
Les conditions aux limites le long de Γ2 et Γ4 sont donne´es en fonction de σ
p
yy dans
l’Equation (4.7). Elles sont ensuite introduites dans la premie`re e´quation du syste`me
(4.16). Cela conduit a` l’e´quation suivante ou` la fonction note´e σΓxx = σxx(x, 0) =
σxx(x, ly) est l’inconnue :
d2σΓxx
dx2
− AσΓxx = C (4.21)
avec A et C de´ja` de´fini en (4.18). Les conditions aux limites le long de Γ1 et Γ3
s’e´crivent :
{
σΓxx(0) = 0
σΓxx(lx) = 0
(4.22)
La solution de l’Equation (4.21) peut s’e´crire comme une combinaison de cosh et de
sinh :
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σΓxx(x) = C1 cosh(
√
Ax) + C2 sinh(
√
Ax)− C
A
(4.23)
Avec les conditions aux limites pre´ce´dentes, C1 et C2 peuvent eˆtre calcule´s et σ
Γ
xx
s’e´crit finalement :
σΓxx(x) =
C
A
[cosh(
√
Ax) + (
1− cosh(√Alx)
sinh(
√
Alx)
) sinh(
√
Ax)]− C
A
(4.24)
La contrainte dans le patch composite atteint 95% de sa valeur limite au bout d’une
longueur Ltx dite longueur de transfert qui est e´gale a` :
Ltx ≃ 3√
A
(4.25)
4.3.3 Expression analytique de σp
xx
Le but est maintenant de trouver la solution de l’Equation (4.20). A ce stade,
les conditions aux limites sont connues le long de la frontie`re du domaine. Elles sont
donne´es par l’Equation (4.6) pour Γ1 et Γ3, et l’Equation (4.24) pour Γ2 et Γ4. La
solution propose´e pour l’Equation (4.20) est de la forme :
σpxx(x, y) =
∞∑
n=1
∞∑
m=1
Fmn sin(
mpix
lx
) sin(
npi(Φm + y)
(2Φm + ly)
) (4.26)
Φm repre´sente un de´calage de l’origine le long de la direction y qui est de´termine´ par
la suite. Une telle solution est propose´e car une solution plus simple comme sin(
npiy
ly
)
ne satisfait pas les conditions aux limites pour Γ2 et Γ4. Il est facile de ve´rifier
que lorsque Φm → +∞, cette solution tend vers une solution unidimensionnelle
classique. Φm peut en fait eˆtre interpre´te´ comme une quantite´ qui renseigne sur la
nature bidimensionnelle du proble`me de renforcement. La proprie´te´ d’orthogonalite´
de la fonction sinus est utilise´e par la suite pour trouver les coefficients Fmn qui
caracte´risent la solution. Elle s’e´crit :
T∫
0
sin(mωx) sin(nωx)dx =
T
2
δmn (4.27)
ou` T =
2pi
ω
. δmn est le symbole de Kronecker de´fini par :
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{
δmn = 0 si m 6= n
δmn = 1 si m = n
(4.28)
L’Equation (4.26) est introduite dans l’Equation (4.20) et la proprie´te´ d’orthogona-
lite´ de l’Equation (4.27) est applique´e en inte´grant suivant x entre 0 et lx et suivant
y entre −Φm et Φm + ly, ce qui conduit a` :
lx∫
0
Φm+ly∫
−Φm
FmnImn sin
2(
mpix
lx
) sin2(
npi(Φm + y)
(2Φm + ly)
)dxdy = −H
lx∫
0
Φm+ly∫
−Φm
sin(
mpix
lx
) sin(
npi(Φm + y)
(2Φm + ly)
)dxdy
(4.29)
ou` :
Imn = [(
mpi
lx
)2(
npi
2Φm + ly
)2 + A(
npi
2Φm + ly
)2 + E(
mpi
lx
)2 +G] (4.30)
L’Equation (4.29) devient :
FmnImn(
lx
4
)[y − (2Φm + ly)
2npi
sin(
2npi(Φm + y)
(2Φm + ly)
)]
Φm+ly
−Φm =
−H lx
mpi
[cos(
mpix
lx
)]lx0 [
(2Φm + ly)
npi
cos(
npi(Φm + y)
(2Φm + ly)
)]
Φm+ly
−Φm
(4.31)
soit :
FmnImn(
lx
4
)[2Φm + ly] = −H lx(2Φm + ly)
mnpi2
[cos(mpi)− 1][cos(npi)− 1] (4.32)
Les coefficients Fmn s’e´crivent finalement :
Fmn =
−4H (2Φm + ly)
mnpi2
[cos(mpi)− 1][cos(npi)− 1]
Imn[2Φm + ly]
(4.33)
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ou encore :

 Fmn =
−16H
mnpi2Imn
pour m et n impairs
Fmn = 0 pour m ou n pairs
(4.34)
La contrainte σpxx s’e´crit finalement :
σpxx(x, y) =
∞∑
n=1
∞∑
m=1
−16H
mnpi2Imn
sin(
mpix
lx
) sin(
npi(Φm + y)
(2Φm + ly)
) (4.35)
Une solution similaire est trouve´e pour σpyy. Cette expression comporte le de´calage
Φm qui est de´termine´ dans les paragraphes suivants. Afin de de´terminer ce de´calage,
l’Equation (4.35) est identifie´e a` l’Equation (4.24) sur les frontie`res Γ2 et Γ4.
4.3.4 Solution sur les frontie`res
Afin de de´terminer Φm, les conditions aux limites pour Γ2 et Γ4 donne´es dans
l’Equation (4.24) sont utilise´es. Une telle solution n’est cependant pas compatible
avec la solution ge´ne´rale de l’Equation (4.20) propose´e dans le paragraphe pre´ce´dent
et qui est compose´e d’une se´rie de fonctions. L’ide´e est donc d’exprimer la solution
de l’Equation (4.24) avec une se´rie de Fourier. σΓxx(x) est de´veloppe´ sous la forme
suivante :
σΓxx(x) =
∞∑
m=1
Γm sin(
mpix
lx
) (4.36)
ou` les coefficients Γm sont a` de´terminer. Cette expression est d’abord inte´gre´e dans
l’e´quation diffe´rentielle (4.21) :
−(mpi
lx
)2
∞∑
m=1
Γm sin(
mpix
lx
)− A
∞∑
m=1
Γm sin(
mpix
lx
) = C (4.37)
Cette e´quation est alors multiplie´e par sin(
npix
lx
) et inte´gre´e de 0 a` lx afin de trouver
Γm qui s’e´crit :
Γm =
2C[(−1)m − 1]
mpi[(
mpi
lx
)2 + A]
(4.38)
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Γm peut aussi s’e´crire :


Γm =
−4C
mpi[(
mpi
lx
)2 + A]
pour m impair
Γm = 0 pour m pair
(4.39)
La solution le long de la frontie`re Γ2 et Γ4 s’e´crit donc finalement :
σΓxx(x) = σxx(x, 0) = σxx(x, ly) =
∞∑
m=1,3,5,...
−4C
mpi[(
mpi
lx
)2 + A]
sin(
mpix
lx
) (4.40)
Il est facile de de´montrer que cette solution converge rapidement vers la solution
usuelle de l’Equation (4.3.3). Cette convergence rapide de cette se´rie est due au
cube de m dans le de´nominateur des coefficients de cette se´rie.
4.3.5 De´termination de Φm
4.3.5.1 Conditions aux limites
Le but ici est de de´terminer Φm. Ce de´calage d’origine peut eˆtre calcule´ en
utilisant les conditions aux limites le long de Γ2 et Γ4 de´finies par l’Equation (4.40)
qui sont cette fois compatibles :
∞∑
m=1,3,5,...
∞∑
n=1,3,5,...
Fmn sin(
mpix
lx
) sin(
npiΦm
(2Φm + ly)
) =
∞∑
p=1,3,5,...
Γp sin(
ppix
lx
) (4.41)
La proprie´te´ d’othogonalite´ de l’Equation (4.27) est utilise´e pour la premie`re somme,
ce qui conduit a` :
∞∑
n=1,3,5,...
Fmn sin(
npiΦm
(2Φm + ly)
) = Γm (4.42)
qui se re´e´crit d’apre`s la de´finition de Fmn donne´e par l’Equation (4.34) :
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∞∑
n=1,3,5,..
4H(2Φm + ly)
2
(npi)3[(
mpi
lx
)2 + A] + npi[E(
mpi
lx
)2 +G](2Φm + ly)2
sin(
npiΦm
(2Φm + ly)
) =
C
[(
mpi
lx
)2 + A]
(4.43)
Des coefficients a, b et c sont introduits afin de simplifier les expressions, ce qui
donne :
S1(a, b, c) =
∞∑
n=1,3,5,..
a
n3 + bn
sin(npic) =
C
[(
mpi
lx
)2 + A]
(4.44)
avec :


a = 4H[
(2Φm + ly)
2
[(
mpi
lx
)2 + A]pi3
]
b =
E(
mpi
lx
)2 +G
[(
mpi
lx
)2 + A]pi2
(2Φm + ly)
2
c =
Φm
(2Φm + ly)
(4.45)
4.3.5.2 Calcul de S1(a, b, c)
Seuls les indices impairs interviennent dans la somme de l’Equation (4.44). Pour
calculer cette somme, il s’ave`re d’abord judicieux de distinguer les indices pairs et
impairs. Pour cela, la notation suivante est utilise´e :


S(a, b, c) =
∞∑
n=1
a
n3 + bn
sin(npic)
S1(a, b, c) =
∞∑
n=1,3,5..
a
n3 + bn
sin(npic) (a` de´terminer)
S2(a, b, c) =
∞∑
n=2,4,6..
a
n3 + bn
sin(npic)
(4.46)
Une relation entre S(a, b, c) et S2(a, b, c) peut eˆtre facilement trouve´e :
S2(a, b, c) =
1
8
S(a,
b
4
, 2c) (4.47)
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Cette relation permet de de´duire S1(a, b, c) qui s’e´crit :
S1(a, b, c) = S(a, b, c)− 1
8
S(a,
b
4
, 2c) (4.48)
La dernie`re e´quation montre que S1(a, b, c) de´pend directement de S(a, b, c). De ce
fait, le calcul de S(a, b, c) doit eˆtre effectue´. S(a, b, c) peut eˆtre de´compose´e en deux
parties :
∞∑
n=1
a
n3 + bn
sin(npic) =
a
b
∞∑
n=1
(
1
n
− n
n2 + b
) sin(npic) (4.49)
Ce qui permet de re´e´crire S(a, b, c) sous la forme :
S(a, b, c) =
a
b
∞∑
n=1
(
1
n
− n
n2 + b
) sin(npic) (4.50)
La somme S(a, b, c) est ainsi de´compose´e en deux parties qui sont :


a
b
∞∑
n=1
1
n
sin(npic)
−a
b
∞∑
n=1
n
n2 + b
sin(npic)
(4.51)
Ces deux parties sont calcule´es dans les paragraphes suivants.
4.3.5.3 Calcul de S(a, b, c)
Commenc¸ons le calcul de la premie`re somme qui est e´gale a` :
a
b
∞∑
n=1
1
n
sin(npic) (4.52)
Cette se´rie correspond en fait a` un de´veloppement en se´rie de Fourier de la fonction
suivante (voir annexe 1.1) :
a
b
∞∑
n=1
1
n
sin(npic) =
api
2b
(1− c) (4.53)
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La deuxie`me somme est maintenant calcule´e. Cette somme est e´gale a` :
−a
b
∞∑
n=1
n
n2 + b
sin(npic) (4.54)
Cette se´rie correspond a` un de´veloppement en se´rie de Fourier de la fonction suivante
(voir annexe 1.2) :
−a
b
∞∑
n=1
n
n2 + b
sin(npic) = −a
b
pi
2 sinh(pi
√
b)
sinh(pi
√
b(1− c)) (4.55)
De ce fait, S(a, b, c) vaut :
S(a, b, c) =
api
2b
(1− c)− a
b
pi
2 sinh(pi
√
b)
sinh(pi
√
b(1− c)) (4.56)
4.3.5.4 Calcul de S1(a, b, c)
S1(a, b, c) est maintenant calcule´e a` partir de S(a, b, c) graˆce a` l’Equation (4.48) :
S1(a, b, c) =
4H
(E(
mpi
lx
)2 +G)
[
1
4
− sinh(
√
d(Φm + ly))
2 sinh(
√
d(2Φm + ly))
+
sinh(
√
dly
2
)
4 sinh(
(2Φm + ly)
√
d
2
)
]
(4.57)
avec :
d =
E(
mpi
lx
)2 +G
[(
mpi
lx
)2 + A]
(4.58)
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4.3.5.5 Conclusion : expression de Φm
Au bilan, en reprenant l’Equation (4.44), une e´quation a` une inconnue, Φm, est
obtenue :
4H
(E(
mpi
lx
)2 +G)
[
1
4
− sinh(
√
d(Φm + ly))
2 sinh(
√
d(2Φm + ly))
+
sinh(
√
dly
2
)
4 sinh(
(2Φm + ly)
√
d
2
)
] =
C
[(
mpi
lx
)2 + A]
(4.59)
Cette e´quation est non line´aire. Cependant, elle peut eˆtre simplifie´e en regardant
l’ordre de grandeur de certaines constantes. Avec des valeurs usuelles d’e´paisseurs
de patch ep et de colle ea, c’est a` dire 1. 10
-3m, l’ordre de grandeur de d est de l’ordre
de 1. 106m2 (dans les exemples du chapitre suivant, d est compris entre 2. 106m2 et
3. 106m2). De ce fait, l’Equation pre´ce´dente devient alors :
4H
(E(
mpi
lx
)2 +G)
[
1
4
− e
√
d(Φm+ly)
2e
√
d(2Φm+ly)
+
e
√
dly
2
)
4e
(2Φm + ly)
√
d
2
] =
C
[(
mpi
lx
)2 + A]
(4.60)
soit :
H
(E(
mpi
lx
)2 +G)
[1− e−
√
dΦm =
C
[(
mpi
lx
)2 + A]
(4.61)
La re´solution de cette e´quation permet de calculer Φm :
Φm = − 1√
d
ln(1− Cd
H
) (4.62)
Cette solution de Φm n’est valable que si la condition suivante est ve´rifie´e :
Cd
H
< 1 (4.63)
pour avoir un argument du logarithme positif. Dans le cas contraire, la solution Φm
ne peut pas eˆtre calcule´e directement. Dans le cas ou`
Cd
H
≥ 1, une combinaison de
solutions, ou`
Cd
H
< 1 pour chaque solution, est utilise´e. En pratique, la diffe´rence
de deux essais de traction biaxiale est utilise´e. Des exemples ci-apre`s illustrent ces
propos.
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4.3.6 Conclusion
Les calculs mene´s aboutissent a` une solution analytique qui permet d’e´valuer les
distributions bidimensionnelles dans le patch composite graˆce a` l’Equation (4.35).
Cette solution contient un de´calage Φm, de´termine´ par l’Equation (4.62), qui doit
quant a` lui satisfaire la condition (4.63).
4.4 Essai de cisaillement
4.4.1 Equations d’e´quilibre
Le syste`me d’e´quations (4.2) est maintenant re´solu dans le cas d’un essai de
cisaillement plan. Les contraintes σpxx et σ
p
yy dans le composite sont ne´glige´es. Graˆce
a` cette hypothe`se, le syste`me d’e´quations (4.2) se simplifie :


∂σpxy
∂y
=
σaxz
ep
∂σpxy
∂x
=
σayz
ep
(4.64)
Les meˆme e´quations sont valables si un e´le´ment du substrat est isole´. Le syste`me
d’e´quations suivant est alors obtenu. Suivant la direction x :


∂σpxy
∂y
=
σaxz
ep
∂σsxy
∂y
= −σ
a
xz
es
(4.65)
Suivant la direction y :


∂σpxy
∂x
=
σayz
ep
∂σsxy
∂x
= −σ
a
yz
es
(4.66)
Du fait des bords libres du patch composite, les conditions aux limites suivantes,
pour x = 0, x = lx et pour y = 0, y = ly, sont introduites sur les quatres bords
libres :
{
σsxy = σ
∞
xy
σpxy = 0
(4.67)
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Les e´quations pre´ce´dentes sont de´veloppe´es suivant la direction x. L’e´galite´ suivante
est obtenue a` partir de l’Equation (4.65) :
ep
∂σpxy
∂y
= −es
∂σsxy
∂y
(4.68)
soit :
∂
∂y
(epσ
p
xy + esσ
s
xy) = 0 (4.69)
Cette dernie`re e´quation est inte´gre´e, ce qui donne :
epσ
p
xy + esσ
s
xy = f(x) (4.70)
Puisque les calculs mene´s dans la direction y conduisent a` un re´sultat similaire,
f(x) = cste. Cette constante est de´finie graˆce aux conditions aux limites (Equation
(4.67)) :
epσ
p
xy + esσ
s
xy = esσ
∞
xy (4.71)
Une expression analogue peut eˆtre trouve´e suivant la direction y. Les contraintes
dans le patch suivant la direction x et y sont maintenant exprime´es en fonction des
de´placements up et vp du patch composite et des de´placements us et vs du substrat
a` partir de l’Equation (4.10) :


∂σpxy
∂x
=
(vp − vs)
eaep
Ga
∂σpxy
∂y
=
(up − us)
eaep
Ga
(4.72)
Ces deux e´quations sont respectivement de´rive´es par rapport a` x et a` y :


∂2σpxy
∂x2
=
∂
∂x
[
(vp − vs)
eaep
Ga
]
∂2σpxy
∂y2
=
∂
∂y
[
(up − us)
eaep
Ga
] (4.73)
puis ajoute´es, ce qui donne :
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∂2σpxy
∂x2
+
∂2σpxy
∂y2
= σpxy
Ga
Gpeaep
− σsxy
Ga
Gseaep
(4.74)
L’Equation (4.71) est introduite dans cette dernie`re e´quation qui devient :
∂2σpxy
∂x2
+
∂2σpxy
∂y2
− γ2σpxy = −α2σ∞xy (4.75)
avec :


γ2 =
Ga
ea
(
1
Gpep
+
1
Gses
)
α2 =
Ga
eaepGs
(4.76)
Cette e´quation diffe´rentielle repre´sente le comportement d’une structure renforce´e
par un patch composite orthotrope soumise a` un essai de cisaillement. Il est facile
de ve´rifier que cette e´quation n’a pas de solution analytique classique. De ce fait,
elle est re´solue en utilisant des se´ries de Fourier dans le paragraphe suivant.
4.4.2 Re´solution par une double se´rie de Fourier
Afin d’approcher la solution de l’Equation (4.75), une double se´rie de Fourier est
utilise´e. Elle s’e´crit sous la forme :
σpxy(x, y) =
∞∑
m=1
∞∑
n=1
Hmn sin(
mpix
lx
) sin(
npiy
ly
) (4.77)
Cette double se´rie de Fourier est substitue´e a` σpxy dans l’e´quation diffe´rentielle (4.75)
et la proprie´te´ d’orthogonalite´ de la fonction sinus (Equation (4.27)) est utilise´e :
lx∫
0
ly∫
0
Fmn[(
mpi
lx
)2 + (
npi
ly
)2 + γ2] sin2(
mpix
lx
) sin2(
npiy
ly
)dxdy
= α2σ∞xy
lx∫
0
ly∫
0
sin(
mpix
lx
) sin(
npiy
ly
)dxdy
(4.78)
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soit :
Hmn[(
mpi
lx
)2 + (
npi
ly
)2 + γ2](
lxly
4
) = α2σ∞xy
lxly
mnpi2
[cos(mpi)− 1][cos(npi)− 1] (4.79)
Les coefficients Hmn de la double se´rie de Fourier sont calcule´s a` partir de cette
dernie`re e´quation :
Hmn =
4α2σ∞xy[cos(mpi)− 1][cos(npi)− 1]
mnpi2[(
mpi
lx
)2 + (
npi
ly
)2 + γ2]
(4.80)
soit : 

Hmn =
16α2σ∞xy
mnpi2[(
mpi
lx
)2 + (
npi
ly
)2 + γ2]
pour m et n impairs
Hmn = 0 pour m pair ou n pair
(4.81)
L’expression comple`te de la contrainte de cisaillement dans le composite s’e´crit donc :
σpxy(x, y) =
∞∑
m=1,3,5,...
∞∑
n=1,3,5,...
16α2σ∞xy
mnpi2[(
mpi
lx
)2 + (
npi
ly
)2 + γ2]
sin(
mpix
lx
) sin(
npiy
ly
)
(4.82)
Les e´quations d’e´quilibre (4.64) et (4.65) sont utilise´es afin d’exprimer les contraintes
de cisaillement dans la colle a` partir des contraintes de cisaillement dans le patch
composite :


σaxz = ep
∞∑
m=1,3,5,...
∞∑
n=1,3,5,...
16α2σ∞xy
lympi[(
mpi
lx
)2 + (
npi
ly
)2 + γ2]
sin(
mpix
lx
) cos(
npiy
ly
)
σayz = ep
∞∑
m=1,3,5,...
∞∑
n=1,3,5,...
16α2σ∞xy
lxnpi[(
mpi
lx
)2 + (
npi
ly
)2 + γ2]
cos(
mpix
lx
) sin(
npiy
ly
)
(4.83)
-100-
Analyse bidimensionnelle du renforcement de structures
4.5 Conclusion de l’approche analytique
A ce stade, des solutions analytiques sont propose´es afin d’estimer, moyennant
certaines hypothe`ses simplificatrices, les distributions de contraintes dans un patch
rectangulaire et dans la colle dans deux cas : traction biaxiale et cisaillement plan.
Pour valider ces calculs, les re´sultats fournis par les expressions analytiques sont
compare´s avec ceux donne´s par une solution nume´rique de type diffe´rences finies.
Ce meˆme programme de re´solution par diffe´rences finies, pre´sente´ ci-dessous, sera
ensuite utilise´ dans des cas de ge´ome´tries de patchs quelconques.
4.6 Approche par diffe´rences finies
4.6.1 Introduction
Le but de ce paragraphe est de proposer une approche nume´rique par diffe´rences
finies afin de valider l’approche the´orique et d’e´tudier l’influence de la topologie
du patch composite sur la valeur maximale du cisaillement dans la colle. En ef-
fet, les de´veloppements pre´ce´dents ne concernent que le cas tre`s particulier d’un
patch rectangulaire. Il semble illusoire de rechercher une solution analytique pour
des ge´ome´tries plus complexes, d’ou` la ne´cessite´ de proposer un outil nume´rique de
re´solution certes approche´e, mais qui est de fait plus ge´ne´ral. Une approche de type
diffe´rences finies a e´te´ pre´fe´re´e aux e´le´ments finis car cette dernie`re ne permet pas
de prendre en compte proprement la condition de cisaillement nul au bord libre,
sauf au prix d’un maillage tre`s fin. En revanche, cette condition peut eˆtre intro-
duite explicitement avec un programme de calcul par diffe´rences finies. Elle est alors
ve´rifie´e automatiquement par les re´sultats obtenus dans ce cas. Ce programme par
diffe´rences finies peut eˆtre utilise´ en comple´ment d’un calcul par e´le´ments finis afin
de calculer plus pre´cise´ment les contraintes dans la colle. Dans ce cas, un calcul
pre´liminaire par e´le´ments finis est cependant ne´cessaire pour obtenir les conditions
aux limites en contraintes dans le substrat, comme on le verra au paragraphe suivant.
4.6.2 Sche´ma de calcul
Un sche´ma de diffe´rences finies centre´es en deux dimensions est utilise´ afin de
re´soudre les e´quations aux de´rive´es partielles (4.14) (4.15) dans le cas d’un essai de
traction et (4.75) dans le cas d’un essai de cisaillement. Les e´quations aux de´rive´es
partielles sont discre´tise´es en un syste`me d’e´quations a` l’aide des diffe´rences finies.
Les de´rive´es partielles du second ordre sont approche´es de la manie`re suivante :
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∂2σpxx
∂x2
=
σpxx(x+∆x, y)− 2σpxx(x, y) + σpxx(x−∆x, y)
(∆x)2
(4.84)
∂2σpyy
∂y2
=
σpyy(x, y +∆y)− 2σpyy(x, y) + σpyy(x, y −∆y)
(∆y)2
(4.85)
Le domaine est discre´tise´ de manie`re uniforme afin d’avoir ∆x = ∆y = constante.
En posant σpxx(i, j) = σ
p
xx(x, y) et σ
p
yy(i, j) = σ
p
yy(x, y) en x = i∆x et y = i∆y, le
syste`me (4.17) devient :
σpxx(i+ 1, j)− 2σpxx(i, j) + σpxx(i− 1, j)
(∆x)2
= Aσpxx(i, j) +Bσ
p
yy(i, j) + Ci,j (4.86)
σpyy(i, j + 1)− 2σpyy(i, j) + σpyy(i, j − 1)
(∆y)2
= Dσpxx(i, j) + Eσ
p
yy(i, j) + Fi,j (4.87)
Ci,j et Fi,j de´pendent du point conside´re´ car ces valeurs inte`grent les conditions aux
limites en contraintes, comme le montrent les Equations (4.17) et (4.18). Ces deux
dernie`res e´quations e´crites en tout point forment le syste`me line´aire suivant :
λM = κ (4.88)
Les composantes de λ s’e´crivent :
λi,(i−1)n+j = −A− 2
(∆x)2
(4.89)
λi,(i−2)n+j =
1
(∆x)2
(4.90)
λi,in+j =
1
(∆x)2
(4.91)
λi,(i−1)n+j+mn = −B (4.92)
λi+mn,(i−1)n+j+mn = −E − 2
(∆y)2
(4.93)
λi+mn,(i−2)n+j+mn =
1
(∆y)2
(4.94)
λi+mn,in+j+mn =
1
(∆y)2
(4.95)
λi+mn,(i−1)n+j = −D (4.96)
Les composantes de M s’e´crivent :
M(i−1)n+j,1 = σ
p
xx(i, j) (4.97)
M(i−1)n+j+mn,1 = σ
p
yy(i, j) (4.98)
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Les composantes de κ s’e´crivent :
κ(i−1)n+j,1 = Ci,j (4.99)
κ(i−1)n+j+mn,1 = Fi,j (4.100)
avec :
1 ≤ i ≤ m 1 ≤ j ≤ n (4.101)
Les conditions aux limites impose´es aux bords libres sont les suivantes :
→
T (Q,
→
n) =
→
0 (4.102)
→
T (Q,
→
n) est le vecteur contrainte au point Q, avec Q un point quelconque de la
frontie`re libre et
→
n le vecteur normal a` cette frontie`re. Il est a` noter que dans l’Equa-
tion (4.88), les inconnues sont le vecteurM contenant les contraintes dans le patch et
les coefficients Ci,j et Fi,j. Ces coefficients sont de´termine´s de`s que sont connues les
contraintes σ∞xx(i, j) et σ
∞
yy(i, j). Ces contraintes sont e´gales a` une constante dans le
cas simple d’un essai de traction mode´lise´, avec une contrainte constante sur le long
des frontie`res ou` l’effort est applique´. Ces contraintes varient toutefois pour des cas
de chargements plus complique´s. De ce fait, ce programme, implante´ sous Matlab,
a e´te´ couple´ au code d’e´le´ments finis Ansys afin de de´terminer ces conditions aux
limites en contraintes dans le substrat dans des cas quelconques.
Un calcul par e´le´ments finis est d’abord effectue´ afin de re´cupe´rer les contraintes
dans le composite et dans le substrat. Un mode`le bidimensionnel est utilise´ avec
des e´le´ments de coque a` 8 noeuds. Un maillage re´gulier est utilise´, entraˆınant une
discre´tisation de la structure et du renfort. Cette discre´tisation est aussi exporte´e
d’Ansys a` Matlab. Ce calcul effectue´, les contraintes en chaque noeud sont extraites
puis re´introduites dans le programme par diffe´rences finies via l’e´quation suivante
afin de trouver σ∞xx(i, j) et σ
∞
yy(i, j) :
{
epσ
p
xx(i, j) + esσ
s
xx(i, j) = esσ
∞
xx(i, j)
epσ
p
yy(i, j) + esσ
s
yy(i, j) = esσ
∞
yy(i, j)
(4.103)
Les contraintes σ∞xx(i, j) et σ
∞
yy(i, j) permettent de calculer les coefficients Ci,j et
Fi,j des Equations (4.86) et (4.87). Le syste`me (4.88) comporte de ce fait autant
d’inconnues que d’e´quations et peut donc eˆtre re´solu. En de´rivant nume´riquement
σpxx(i, j), la distribution de la contrainte de cisaillement σ
a
xz(i, j) dans la colle est
calcule´e graˆce a` l’Equation (4.104) :
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

σaxz(i, j) = ep
∆σpxx(i, j)
∆x
σayz(i, j) = ep
∆σpyy(i, j)
∆y
(4.104)
4.6.3 Conclusion
Un programme de calcul par diffe´rences finies a e´te´ de´veloppe´ afin de de´terminer
les distributions des contraintes dans le composite et dans la colle dans le cas de
patchs de formes quelconques. Cette approche est couple´e avec un code d’e´le´ments
finis afin de calculer pre´cise´ment les conditions aux limites en contraintes a` appliquer
au programme de calcul par diffe´rences finies.
4.7 Conclusion de l’e´tude
Des mode`les bidimensionnels ont e´te´ de´veloppe´s dans ce chapitre afin de per-
mettre :
– de mieux comprendre les me´canismes du transfert d’effort dans le cas de
plaques renforce´es. Pour cela, un mode`le bidimensionnel analytique a e´te´ de´ve-
loppe´ dans le cas de patchs rectangulaires. Ce mode`le prend en compte les
coefficients de Poisson des diffe´rents mate´riaux ;
– de calculer le transfert d’effort dans le cas de patchs de formes quelconques.
Dans ce but, un programme de calcul par diffe´rences finies a e´te´ de´veloppe´.
La Figure 4.4 repre´sente le re´sume´ et les principales notions aborde´es de ce chapitre.
L’objectif du chapitre suivant est d’utiliser ces outils analytiques et nume´riques afin
d’e´tudier la distribution du cisaillement dans les joints colle´s pour des cas bidimen-
sionnels.
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Fig. 4.4 – Re´sume´ du chapitre 4.
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Chapitre 5
Applications des mode`les
bidimensionnels
5.1 Introduction
Les outils the´oriques pre´ce´demment de´veloppe´s sont applique´s a` un proble`me de
plaque renforce´e. Le substrat est en aluminium de comportement line´aire isotrope
(E = 72 GPa, ν = 0.32). Son e´paisseur es est e´gale a` 1 mm. La colle utilise´e est
de comportement line´aire isotrope (E = 4,2 GPa, ν = 0, 3). Son e´paisseur ea est
e´gale a` 0,15 mm. Enfin, le patch composite unidirectionnel utilise´ est compose´ d’une
matrice e´poxyde et de fibres de carbone, de comportement line´aire orthotrope (Ex =
181 GPa, Ey = 10 GPa, νxy=0.28 et Gxy = 7 GPa). Son e´paisseur totale ep est e´gale a`
0,5 mm. Les longueurs de transfert longitudinale Ltx et transversale Lty peuvent eˆtre
calcule´es a` partir de l’Equation 4.25. Elles valent respectivement 5,6mm et 1,9 mm.
Une analyse des re´sistances de chacun des mate´riaux est re´alise´e afin de de´terminer
lequel ce´dera en premier. Les re´sistances de chaque mate´riau sont donne´es Tableau
1.2. Ce sont des valeurs estime´es issues de la litte´rature [13]. Deux types de crite`re de
rupture sont utilise´s par la suite : le crite`re de Tsai-Wu pour le mate´riau composite
(voir Equation (1.10)) et le crite`re de Von Mises pour l’aluminium et pour la colle
(voir Equation (1.11)).
Trois cas sont e´tudie´s ci-apre`s. Dans un premier temps, l’e´tude est mene´e sur un
essai de traction biaxiale. Une comparaison entre l’approche the´orique et l’approche
nume´rique est effectue´e pour ce premier cas. Deux autres cas sont ensuite traite´s : la
structure renforce´e est soumise a` deux essais de traction uniaxiale lorsque les fibres
sont oriente´es paralle`lement et perpendiculairement a` l’axe de traction. Dans les
trois cas, σpxx, σ
p
yy, σ
a
xz, et σ
a
yx sont calcule´es a` partir de l’expression ge´ne´rale de σ
p
xx
donne´e par l’Equation (4.26), de l’expression des coefficients Fmn (Equation (4.34))
et de l’expression des de´calages d’origine Φm (Equation (4.62)). Les patchs de formes
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quelconques sont examine´s a` la fin du chapitre.
5.2 Traction biaxiale : comparaison de l’approche
nume´rique et de l’approche analytique
5.2.1 Comparaison approche the´orique - approche nume´rique
Un essai de traction biaxiale est re´alise´ afin de pouvoir comparer les deux me´thodes
de calcul et ainsi valider l’approche analytique. Le calcul est mene´ avec 31 termes
dans la se´rie de l’Equation (4.26) exprimant σpxx. Le substrat est soumis dans ce cas
a` une contrainte longitudinale σ∞xx = 150MPa et a` une contrainte transversale σ
∞
yy
= 300MPa (voir Figure 5.1).
Fig. 5.1 – Essai de traction biaxiale.
Les fibres du renfort sont oriente´es suivant la direction x. La Figure 5.2 repre´sente
les distributions σpxx et σ
p
yy dans le patch composite ainsi que σ
a
xz et σ
a
yx dans la colle.
Les distributions nume´riques et the´oriques des contraintes dans le renfort et dans la
colle sont identiques. Il subsiste cependant une le´ge`re diffe´rence dans la distribution
des contraintes de cisaillement, aux niveau des bords libres. En effet, la valeur du
pic de cisaillement calcule´e nume´riquement est le´ge`rement infe´rieure a` celle qui est
calcule´e analytiquement. Cependant, un raffinement du maillage permet de conver-
ger vers la valeur calcule´e analytiquement. De plus, ce pic est exactement au bord
libre dans le premier cas et le´ge`rement de´cale´ dans le second cas.
5.2.2 Analyse des distributions de contraintes
Les contraintes dans le patch composite ont une distribution bidimensionnelle,
avec un comportement bidimensionnel plus marque´ pour la contrainte longitudinale
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Fig. 5.2 – Distributions des contraintes dans le cas d’un essai de traction biaxiale :
comparaison entre l’approche the´orique et l’approche nume´rique.
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σpxx. Les contraintes σ
p
xx et σ
p
yy sont plus importantes au milieu du patch compo-
site, que ce soit suivant x ou suivant y. Ceci peut s’expliquer par la diffe´rence des
coefficients de Poisson entre le patch composite et le substrat. En effet, le coeffi-
cient de Poisson du substrat (0,32) est plus important que les coefficients de Poisson
majeur et mineur (0,28 et 0,02) du mate´riau composite. Ceci a pour conse´quence
d’obtenir un de´placement plus important dans le substrat que dans le composite. Ce
de´placement entraˆıne de ce fait une contrainte de compression suivant x et y dans
le mate´riau composite. De plus, ce de´placement est plus important aux bords libres,
provoquant ainsi une contrainte de compression plus importante a` cet endroit. Cette
contrainte de compression se traduit par des contraintes globales σpxx et σ
p
yy moins
importantes aux bords libres. Ce phe´nome`ne est plus accentue´ sur la distribution de
la contrainte longitudinale σpxx du composite que sur la distribution de la contrainte
transversale σpyy. Ceci s’explique par le fait que la contrainte transversale σ
∞
yy ap-
plique´e au substrat est deux fois plus importante que la contrainte longitudinale σ∞xx
et que le coefficient de Poisson mineur est 18 fois moins important que le coefficient
majeur. Ce phe´nome`ne bidimensionnel influe sur la distribution des contraintes de
cisaillement dans la colle. La contrainte de cisaillement est en effet plus importante
sur les bords libres, comme pre´vu par une analyse unidirectionnelle classique, mais
le maximum se situe au milieu du bord libre dans cet essai de traction biaxiale. Dans
le cas ge´ne´ral, il est a` noter qu’une analyse unidirectionnelle classique ne tient pas
compte des couplages entre les deux directions du proble`me et ne permet pas de cal-
culer rigoureusement ces distributions de contraintes, que ce soit dans le composite
ou dans la colle. Ces re´sultats valident a` nos yeux l’approche analytique propose´e
dans les paragraphes pre´ce´dents.
Le Tableau 5.1 repre´sente les contraintes maximales de chaque mate´riau calcule´es
dans cet exemple ainsi que les valeurs de crite`re de rupture de chaque mate´riau
ramene´es en pourcentage pour pouvoir comparer les de´faillances.
Composite Aluminium Colle
Contrainte suivant x maximale (MPa) 61 120 18
Contrainte suivant y maximale (MPa) 35 283 24
Crite`re de rupture (%) 76,7 31,3 56,7
Tab. 5.1 – Contraintes maximales dans le cas d’un essai de traction biaxiale.
L’analyse est conduite suivant les deux directions. Le mate´riau composite posse`de
le plus grand rapport de de´faillance et sera donc vraisemblablement la cause de
de´faillance du renforcement. En effet, la re´sistance suivant y du patch composite est
tre`s faible, et la contrainte transversale σ∞yy applique´e au susbtrat est deux fois plus
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importante que celle applique´e suivant x.
5.3 Traction uniaxiale sur un patch a` 0 degre´
Le substrat est soumis a` une contrainte longitudinale σ∞xx= 150MPa (voir Figure
5.3).
Fig. 5.3 – Essai de traction unaxiale a` 0 degre´.
La Figure 5.4 repre´sente les distributions de σpxx, σ
p
yy dans le patch composite et de
σaxz, σ
a
yx dans la colle. Comme cela est pre´cise´ au paragraphe 4.3.5, il est ne´cessaire
de ve´rifier
βd
H
< 1, condition non ve´rifie´e ici. Deux cas choisis pour lesquels cette
condition est ve´rifie´e sont ici conside´re´s. Ces cas sont respectivement : un essai de
traction biaxiale caracte´rise´ par σ∞xx=300MPa et σ
∞
yy=300MPa ainsi qu’un autre
essai ou` ces valeurs deviennent σ∞xx=150MPa et σ
∞
yy=300 MPa. Les distributions des
contraintes dans le deuxie`me essai ont e´te´ soustraites aux distributions obtenues avec
le premier essai afin d’avoir les distributions des contraintes qui nous inte´ressent.
Les contraintes dans le patch composite sont tout d’abord analyse´es. La distri-
bution de la contrainte longitudinale σpxx dans le patch composite est quasi unidi-
rectionnelle. En effet, les coefficients de Poisson sont quasi identiques (0,32 pour le
substrat contre 0,28 pour le composite) suivant la direction x, n’entraˆınant pas de
couplage bidimensionnel important. Cette petite diffe´rence des coefficients de Pois-
son est tout de meˆme suffisante pour faire apparaˆıtre des contraintes transversales
σpyy dans le composite. Il faut noter que cette contrainte transversale σ
p
yy est environ
cent fois infe´rieure a` la contrainte longitudinale σpxx. La distribution de la contrainte
transversale σpyy est fortement marque´e par un caracte`re bidimensionnel lie´ au trans-
fert d’effort suivant la direction x. En effet, le patch composite renforce e´norme´ment
le substrat suivant la direction x cre´ant une forte diffe´rence de soulagement entre
le bord libre et le milieu du substrat. Cette forte diffe´rence se re´percute sur l’effet
-110-
Applications des mode`les bidimensionnels
de Poisson, entraˆınant de ce fait une forte diffe´rence de la contrainte transversale
σpyy entre le bord libre x = 0 et le milieu du substrat. Cette diffe´rence de contrainte
transversale σpyy entraˆıne des pics de cisaillement σ
a
yz aux quatre coins de la colle.
Ces pics de cisaillement restent cependant ne´gligeables par rapport au cisaillement
σaxz dans la colle. Il est a` noter qu’une solution unidimensionnelle classique est ici
suffisante pour calculer les distributions de σpxx et de σ
p
xz.
0
0.005
0.01
0
0.005
0.01
0
5
10
15
x 107
x (m)y (m)
co
n
tra
in
te
 (P
a)
a - σpxx
0
0.005
0.01 0
0.005
0.01
−7
−6
−5
−4
−3
−2
−1
0
x 106
x (m)y (m)
co
n
tra
in
te
 (P
a)
b - σpyy
0
0.005
0.01
0
0.005
0.01
−5
0
5
x 107
x (m)y (m)
co
n
tra
in
te
 (P
a)
c - σaxz
0
0.005
0.01
0
0.005
0.01
−5
0
5
x 106
x (m)
y (m)
co
n
tra
in
te
 (P
a)
d - σayz
Fig. 5.4 – Distributions des contraintes dans le cas d’un essai de traction uniaxiale
a` 0 degre´.
Le Tableau 5.2 repre´sente les contraintes maximales de chaque mate´riau ainsi que
les rapports des contraintes maximales avec leur re´sistance respective.
La colle posse`de le plus grand rapport de de´faillance suivant la direction x. Elle
ce´dera donc en premier. Suivant la direction y, les rapports sont ne´gligeables par
rapport aux contraintes suivant x. Il est a` noter que la de´faillance de la colle se
produira bien avant la de´faillance des deux autres mate´riaux constitutifs a` la vue
des rapports.
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Composite Aluminium Colle
Contrainte suivant x maximale (MPa) 143 78 43
Contrainte suivant y maximale (MPa) 6,25 3,13 4,4
Crite`re de rupture (%) 6,1 3 117,8
Tab. 5.2 – Contraintes maximales dans le cas d’un essai de traction a` 0 degre´.
5.4 Traction uniaxiale sur un patch a` 90 degre´s
Le substrat est soumis ici a` une contrainte longitudinale σ∞xx=150 MPa (voir
Figure 5.5).
Fig. 5.5 – Essai de traction unaxiale a` 90 degre´s.
Comme dans l’essai pre´ce´dent, une combinaison de solutions a e´te´ utilise´e pour
ve´rifier la condition
βd
H
< 1. Ces solutions sont respectivement celles de deux essais :
un essai de traction biaxiale de valeurs σ∞xx = 300MPa et σ
∞
yy = 300MPa a e´te´ effectue´
ainsi qu’un autre essai de valeurs σ∞xx = 300MPa et σ
∞
yy = 150 MPa. Les distributions
des contraintes du deuxie`me essai ont e´te´ soustraites aux distributions du premier
essai afin d’avoir les distributions des contraintes qui nous inte´ressent. La Figure 5.6
repre´sente les distributions de σpxx, σ
p
yy dans le patch composite et de σ
a
xz, σ
a
yx dans
la colle.
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Fig. 5.6 – Distributions des contraintes dans le cas d’un essai de traction uniaxiale
a` 90 degre´s.
Les distributions des contraintes dans le composite sont toutes les deux bidimension-
nelles. La contrainte longitudinale σpxx dans le patch composite est maximale sur les
bords libres suivant y du patch composite. Ce phe´nome`ne est duˆ au couplage entre
les deux directions et ne peut pas eˆtre calcule´ avec une analyse unidirectionnelle clas-
sique. La diffe´rence des coefficients de Poisson entre le substrat et le patch composite
a pour conse´quence de cre´er des contraintes transversales σpyy dans le composite qui
sont plus importantes que les contraintes longitudinales σpxx. En effet, suivant la
direction x, le patch composite est beaucoup moins rigide que le substrat (10GPa
pour le composite contre 72GPa pour le substrat), alors que suivant la direction
y le patch composite est 2,5 fois plus rigide que le substrat. De plus, le coefficient
de Poisson mineur dans le composite est pratiquement nul, ce qui a pour effet de
transmettre la quasi totalite´ de l’effet de Poisson du substrat au patch composite.
La contrainte transversale σpyy est plus importante sur les bords libres longitudinaux.
Le patch composite ne renforce pas de`s le bord libre, cre´ant de ce fait une contrainte
transversale σpyy plus importante. Cette contrainte plus importante aux bords libres
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longitudinaux provoquent l’apparition de le´gers pics de cisaillement σaxz et σ
a
yz aux
quatres coins de la colle. Il est a` noter que le cisaillement dans la colle suivant la
direction y est beaucoup plus important que suivant la direction x. Le Tableau 5.3
repre´sente les contraintes maximales de chaque mate´riau ainsi que les rapports des
contraintes maximales avec leur re´sistance respective.
Composite Aluminium Colle
Contrainte suivant x maximale (MPa) 19 140 14
Contrainte suivant y maximale (MPa) 46 23 13
Crite`re de rupture (%) 36,4 8,7 23
Tab. 5.3 – Contraintes maximales dans le cas d’un essai de traction a` 90 degre´s.
Le mate´riau composite posse`de le plus grand rapport et sera la cause de de´faillance
du fait de sa faible re´sistance transversale.
5.5 Essai de cisaillement
Le substrat est soumis ici a` une contrainte de cisaillement σ∞xy = 150MPa (voir
Figure 5.7).
Fig. 5.7 – Essai de cisaillement.
La Figure 5.8 repre´sente les distributions σpxy dans le patch composite et σ
a
xz dans
la colle.
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Fig. 5.8 – Distributions des contraintes dans le cas d’un essai de cisaillement.
La distribution des contraintes de cisaillement dans le composite de´pend des deux
directions du proble`me. Le cisaillement plan dans le composite est maximal au centre
du patch et nul aux quatre bords libres du patch. Cette distribution des contraintes
de cisaillement dans le renfort entraˆıne un pic de cisaillement dans la colle aux
milieux des quatres bords libres. Il faut rappeler que le pic de cisaillement est en
re´alite´ situe´ juste derrie`re le bord libre et non au niveau du bord libre. Sur la Figure
5.8, seule la composante de cisaillement σaxz dans la colle est repre´sente´e. Du fait de
la syme´trie ge´ome´trique et mate´rielle du proble`me, la distribution de la contrainte
de cisaillement σayz est la meˆme.
Le Tableau 5.4 repre´sente les contraintes maximales de chaque mate´riau ainsi que
les rapports des contraintes maximales avec leur re´sistance respective.
Composite Aluminium Colle
Contrainte maximale (MPa) 34 68 29
Rapport (%) 18 7,2 106
Tab. 5.4 – Contraintes maximales dans le cas d’un essai de cisaillement.
Dans le cas d’un essai de cisaillement, la colle posse`de le plus grand rapport de
de´faillance. La colle ce´dera donc en premier des trois mate´riaux. En effet, la colle
est soumis a` deux contraintes de cisaillement importantes σaxz = σ
a
yz = 29MPa pour
une re´sistance en cisaillement e´gale a` 40 MPa.
5.6 Influence des parame`tres
Afin de pouvoir quantifier les parame`tres influant sur le caracte`re bidimension-
nel du renforcement de structure par mate´riau composite, une e´tude parame´trique
-115-
Applications des mode`les bidimensionnels
est effectue´e dans le cas d’essais de traction biaxiale. La quantite´ Φm, de´finie dans
l’Equation (4.62), repre´sente un indicateur de biaxialite´. Rappelons que Φm petit
signifie que le comportement de la structure est fortement bidimensionnel et que
Φm grand signifie que le comportement tend vers un comportement unidimensionnel
(voir paragraphe 4.3.3). L’essai de traction biaxiale est celui traite´ au paragraphe
5.2. L’influence du coefficient de Poisson du substrat est d’abord analyse´e. Ensuite
l’influence de l’orthotropie du composite est e´tudie´e ainsi que l’influence de la lon-
gueur du patch composite. Pour chaque parame`tre, seule l’influence sur le premier
de´calage Φ1 est e´tudie´e avec diffe´rentes valeurs du rapport r =
σ∞xx
σ∞yy
. Ce rapport r est
calcule´ en fixant la valeur σ∞xx e´gale a` 150MPa et en faisant varier la valeur σ
∞
yy. Il est
a` noter que les valeurs des autres coefficients Φm sont de l’ordre de grandeur de Φ1.
De plus, Φ1 a le plus d’influence dans la double se´rie de Fourier vu le de´nominateur
contenant m (voir Equation (4.34)).
5.6.1 Influence du coefficient de Poisson du substrat
La Figure 5.9 repre´sente le de´calage Φ1 en fonction de νs.
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Fig. 5.9 – Influence du coefficient de Poisson du substrat.
Le coefficient de Poisson du substrat joue un roˆle essentiel sur le comportement
bidimensionnel du renforcement. Son influence est cependant beaucoup plus forte
dans le cas ou` le rapport r = σ
∞
xx
σ∞yy
est faible. Pour des faibles valeurs de r, la variation
de Φ1 est fortement non line´aire. Cela s’explique par le fait que les de´calages sont
nuls lorsque νs =
σ∞yy
σ∞xx
. La connaissance pre´cise de νs pour des faibles valeurs de
r est importante, car une faible variation de νs entraˆıne une forte variation du
comportement bidimensionnel du fait de la non line´arite´ importante dans ce cas-
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la`. Dans le cas de valeurs e´leve´es de r, une connaissance pre´cise de νs n’est pas
ne´cessaire puisque l’e´volution est faible, entraˆınant de ce fait une faible variation du
comportement bidimensionnel.
5.6.2 Influence de l’e´paisseur de la colle
La Figure 5.10 repre´sente le de´calage Φ1 en fonction de ea.
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Fig. 5.10 – Influence de l’e´paisseur de la colle.
L’e´paisseur de la colle est un parame`tre de´terminant sur le comportement bidimen-
sionnel du renforcement. Son influence est cependant beaucoup plus forte dans le
cas ou` le rapport r = σ
∞
xx
σ∞yy
est important. Pour des valeurs de r e´leve´es, la variation
de Φ1 est fortement non line´aire, alors que dans le cas de valeurs faibles de r, Φ1 est
quasi constant.
5.6.3 Influence du module transversal du composite
La Figure 5.11 repre´sente le de´calage Φ1 en fonction de Ey. Le rapport d’or-
thotropie
Ey
Ex
est aussi repre´sente´ sur la Figure 5.11. Ce rapport d’orthotropie est
calcule´ en fixant la valeur Ex e´gale a` 181GPa et en faisant varier la valeur Ey.
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Fig. 5.11 – Influence du module transversal du composite.
La variation du premier de´calage Φ1 de´pend fortement de r. Pour des valeurs e´leve´es
de r, Φ1 augmente rapidement pour des faibles valeurs de Ey puis de´croˆıt lentement
lorsque Ey augmente. Cela signifie que le rapport d’orthotropie doit eˆtre pre´cise´ment
connu pour des valeurs faibles de celui-ci lorsque r est e´leve´. Le rapport d’orthotropie
a tre`s peu d’influence sur le caracte`re bidimensionnel lorsqu’il augmente.
Pour des faibles valeurs de r, la variation de Φ1 est moins marque´e par sa non-
line´arite´. Mais plus les valeurs de r sont faibles, plus le comportement bidimensionnel
est important.
5.7 Patchs de formes quelconques utilise´s pour le
renforcement de plaques troue´es
5.7.1 Introduction
Dans ce paragraphe, la re´solution par diffe´rences finies de´crite dans le para-
graphe (4.6) est couple´e au code d’e´le´ments finis Ansys 7.0 afin d’e´tudier l’influence
de la topologie des renforts sur le cisaillement maximal dans la colle. Rappelons
qu’Ansys sert ici pour trouver les conditions aux limites en contraintes du mode`le
par diffe´rences finies. Les caracte´ristiques du proble`me me´canique et du mode`le par
e´le´ments finis sont celles de´crites dans le chapitre 2 de la partie 2. Rappelons que
la direction de sollicitation est la direction y. Dans un premier temps, deux patchs
composites carbone/e´poxyde sont utilise´s afin de renforcer une plaque d’aluminium.
Ces deux patchs ont une aire e´gale a` 20% de la plaque et ont respectivement une
forme circulaire et carre´e. Ensuite, une e´tude sur l’un des patchs optimise´s par algo-
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rithme ge´ne´tique de la premie`re partie est effectue´e. Par manque de temps, le calcul
n’a e´te´ conduit que pour un maillage donne´ juge´ de´ja` relativement fin, mais une
e´tude de convergence vers les points singuliers me´riterait d’eˆtre conduite.
5.7.2 Comparaison de patchs circulaire et rectangulaire
La Figure 5.12 repre´sente les distributions des contraintes dans le composite dans
les cas de renforts circulaire et carre´.
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Fig. 5.12 – Distributions des contraintes longitudinales σpyy dans le patch composite
dans les cas de renforts circulaire et carre´ soumis a` de la traction.
De tels renforts sont classiquement utilise´s pour re´parer des zones endommage´es
-119-
Applications des mode`les bidimensionnels
[51]. La qualite´ du renfort s’e´value, entre autre, par le renforcement cre´e´ au centre
du patch composite. Les renforcements cre´e´s par les deux renforts sont quasiment
e´gaux. Sur la Figure 5.12, il est inte´ressant de noter que la contrainte longitudinale
σpyy est maximale autour de la zone a` renforcer. Un autre facteur qui permet d’e´valuer
la pertinence du renforcement est le cisaillement maximal engendre´ dans la colle. La
Figure 5.13 repre´sente les distributions des contraintes de cisaillement σayz dans les
cas de renforts circulaire et carre´. Il est a` noter que la composante σaxz dans la colle
est quasi nulle.
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Fig. 5.13 – Distributions des contraintes de cisaillement dans la colle dans les cas
de renforts circulaire et carre´ dans le cas d’un essai de traction.
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Dans le cas d’un patch circulaire, la contrainte de cisaillement est plus impor-
tante, en valeur absolue, sur la pe´riphe´rie exte´rieure du renfort qu’a` l’inte´rieur de
celui-ci. Le cisaillement maximal σayz se situe sur la pe´riphe´rie du cercle suivant l’axe
y. Dans le cas d’un patch carre´, le cisaillement maximal se situe aux quatre coins
du renfort. De plus, le cisaillement maximal est le´ge`rement plus important dans le
cas du patch carre´ (85 MPa) que dans le cas du patch circulaire (82 MPa). On
peut souligner que la singularite´ ge´ome´trique due aux coins du rectangle n’entraˆıne
finalement pas une augmentation importante du cisaillement transverse. Ces deux
formes de patchs composites (carre´ et circulaire) sont classiquement utilise´es dans
le domaine de la maintenance ae´ronautique. Il est donc inte´ressant de comparer ces
patchs composites au patch composite optimise´ de la premie`re partie dans le cas
d’une plaque troue´e (voir chapitre 3, partie 2).
5.7.3 Patch optimise´
La Figure 5.14 repre´sente les contraintes longitudinales σpyy dans le patch compo-
site et de cisaillement σpyz dans la colle dans le cas du patch optimise´ par algorithme
ge´ne´tique du chapitre 3 de la partie 2 dans le cas de l’essai de traction (voir Figure
3.2).
La re´solution par diffe´rences finies permet d’obtenir le transfert des efforts du
substrat vers le composite dans le cas des patchs optimise´s du chapitre 3 de la
deuxie`me partie. Elle permet aussi de quantifier le niveau de contraintes dans la
colle. Il est inte´ressant de noter que le cisaillement maximal dans la colle est e´gal a`
111MPa et qu’il est situe´ a` proximite´ de la zone interdite.
Le Tableau 5.5 pre´sente les contraintes maximales dans le composite et dans la
colle obtenues pour des patchs de formes carre´, circulaire et en forme de spline. Le
rapport entre la contrainte maximale et la re´sistance du composite est maximal dans
le cas d’un patch circulaire. Le patch carre´ a un rapport quasi identique, alors que
le rapport du patch de´fini par une spline a un rapport nettement plus faible. Le
rapport entre la contrainte maximale et la re´sistance de la colle est maximal dans le
cas d’un patch de´fini par une spline et minimal dans le cas d’un patch circulaire.
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Fig. 5.14 – Distributions des contraintes dans le composite et dans la colle dans le
cas d’un patch optimise´.
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Composite Colle
Re´sistance (MPa) 1786 40
Patch carre´
Contrainte maximale suivant y (MPa) 1244 85
Rapport (%) 70 212
Patch circulaire
Contrainte maximale suivant y (MPa) 1266 82
Rapport (%) 71 205
Patch optimise´
Contrainte maximale suivant y (MPa) 1030 111
Rapport (%) 58 277,5
Tab. 5.5 – Contraintes maximales dans le cas de patchs carre´, circulaire et en forme
de spline.
5.8 Conclusion
Une approche de renforcement de plaques par patchs composites a e´te´ propose´e
afin de quantifier le comportement bidimensionnel du renforcement. Cette approche
permet de calculer les distributions des contraintes dans le composite et dans la
colle. Diverses applications ont e´te´ effectue´es. Elles ont permis de montrer :
– la de´faillance du mate´riau composite dans plusieurs cas. En effet, le mate´riau
composite utilise´ a une tre`s faible re´sistance perpendiculairement aux fibres et
en cisaillement. Il est donc ne´cessaire de connaˆıtre pre´cise´ment la nature des
charges applique´es pour utiliser le mate´riau composite ade´quat ;
– un comportement bidimensionnel de la structure renforce´e. En effet, dans cer-
tains cas, la distribution des contraintes dans le composite et dans la colle
de´pend des deux directions du proble`me ;
– l’influence des parame`tres sur la biaxialite´ de la solution trouve´e. Une e´tude
parame´trique a e´te´ effectue´e sur un jeu de donne´es pre´cis. Cette e´tude montre
que dans certains cas, il est ne´cessaire de connaˆıtre pre´cise´ment les valeurs des
donne´es. En effet, une petite variation de ces parame`tres peut entraˆıner une
grande variation de la biaxialite´ et des contraintes dans le composite et dans
la colle ;
– les distributions des contraintes dans la colle en couplant le programme par
diffe´rences finies avec un code de calcul par e´le´ments finis. L’application concerne
les patchs utilise´s dans la partie 2 afin de renforcer une plaque troue´e. Le patch
en forme de spline est le patch qui renforce le mieux la zone a` soulager, mais
c’est aussi ce dernier qui posse`de le crite`re de de´faillance le plus e´leve´.
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Cette approche me´riterait d’eˆtre applique´e aux voilures, mais ce travail, a priori
beaucoup plus complexe du fait de la ge´ome´trie, n’a pas pu eˆtre re´alise´ par manque
de temps. La Figure 5.15 repre´sente le re´sume´ et les principales notions aborde´es
dans ce chapitre.
Fig. 5.15 – Re´sume´ du chapitre 5.
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Quatrie`me partie
Etude expe´rimentale du
renforcement de structure par
mate´riau composite
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Chapitre 6
Etude expe´rimentale
6.1 Introduction
Les objectifs de ce chapitre sont au nombre de trois :
– le premier objectif est d’e´tudier expe´rimentalement la zone de transfert d’effort
dans le cas de patchs rectangulaires et de mettre en e´vidence les phe´nome`nes
bidimensionnels e´tudie´s dans les paragraphes pre´ce´dents. Afin de caracte´riser
cette zone de transfert d’effort et ces phe´nome`nes bidimensionnels, une me´thode
de mesure de champs cine´matiques sans contact a e´te´ choisie. Cette me´thode,
la me´thode de la grille de´veloppe´e par Surrel [76], est accompagne´e du logiciel
de post-traitement Frangyne ;
– le deuxie`me objectif de ce chapitre est de comparer les re´sultats calcule´s avec
le programme par diffe´rences finies de´veloppe´ dans le chapitre 5 et les re´sultats
calcule´s a` partir des essais expe´rimentaux. Des essais de traction sont conduits
sur des e´prouvettes renforce´es par des patchs circulaires et rectangulaires afin
de valider le programme par diffe´rences finies ;
– le dernier objectif, et non le moindre, est de comparer les re´sultats calcule´s
par le mode`le par e´le´ments finis de l’AG de´veloppe´ dans le chapitre 2 avec les
re´sultats calcule´s a` partir des essais expe´rimentaux. Il est en effet ne´cessaire
de quantifier l’influence des hypothe`ses me´caniques effectue´es pour le mode`le
utilise´ car le transfert d’effort du substrat vers le composite n’est pas pris en
compte dans l’AG. Une comparaison des champs cine´matiques expe´rimental
et nume´rique est effectue´e pour e´valuer l’influence de cette hypothe`se.
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6.2 Pre´paration des e´prouvettes
6.2.1 Eprouvettes
La Figure 6.1 de´crit les ge´ome´tries des e´prouvettes. Deux patchs identiques sont
colle´s syme´triquement sur chacune des faces afin d’e´viter l’apparition d’un moment
statique, source de mouvements hors-plan.
a - Patch rectangulaire b - Patch circulaire
c - Patch en forme de spline
Fig. 6.1 – Ge´ometrie des e´prouvettes.
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Les e´prouvettes au nombre de une pour chacun des 3 types ont e´te´ pre´pare´es et
fournies par l’Atelier Industriel Ae´ronautique (AIA) de Clermont-Ferrand. Le sub-
strat est en aluminium 2024 T3 d’e´paisseur e´gale a` 4 mm. Le patch composite utilise´
est un carbone/e´poxyde T300/914 constitue´ de 4 plis unidirectionnels. L’e´paisseur
totale du patch est e´gale a` 0,5 mm. La colle utilise´e est de type Redux 312 avec une
e´paisseur nominale estime´e a` 0,15 mm. Le collage du patch composite sur l’alumi-
nium est obtenu par polyme´risation a` 120 ◦C de la colle Redux 312. Les proprie´te´s
me´caniques utiles des diffe´rents mate´riaux, fournies par l’AIA, sont reporte´es Ta-
bleau 1.2. Deux types de crite`re de rupture sont utilise´s pour e´valuer l’e´le´ment le plus
faible du renfort : le crite`re de Tsai-Wu pour le mate´riau composite (voir Equation
(1.10)) et le crite`re de Von Mises pour l’aluminium et pour la colle (voir Equation
(1.11)).
6.2.2 Pilotage des essais
Les essais quasi statiques de traction uniaxiale sont pilote´s en de´placement de
traverse a` l’aide d’une machine Schenck de capacite´ 250 kN(voir Figure 6.2).
Fig. 6.2 – Eprouvette renforce´e soumise a` un essai de traction
Le de´placement impose´ maximum est de 0,3mm avec une vitesse de de´placement
du mors mobile de 0,01mm/s. Cette valeur maximale de de´placement a e´te´ estime´e
de telle sorte que le cisaillement transverse calcule´ dans la colle ne de´passe pas le
cisaillement a` rupture et ne conduise pas a` un de´collement des patchs. La came´ra est
positionne´e face au composite. La zone observe´e repre´sente un carre´ de 40×40 mm2.
Afin de ve´rifier la re´pe´tabilite´ de la mesure, plusieurs essais de traction identiques ont
e´te´ effectue´s en de´montant et remontant les e´prouvettes e´tudie´es. Au total, plus de
300 essais de traction ont e´te´ re´alise´s. A partir des champs expe´rimentaux obtenus,
seuls les essais les plus repre´sentatifs sont pre´sente´s par la suite. Il faut donc noter
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qu’aucun essai n’a e´te´ mene´ a` rupture, l’objectif e´tant avant tout ici d’examiner la
re´ponse des e´prouvettes dans le domaine e´lastique.
6.3 Me´thode de la grille
L’utilisation de jauges de de´formation permet d’obtenir des informations ponc-
tuelles de l’e´tat me´canique d’une structure. Certaines me´thodes de mesure sans
contact permettent quant a` elles d’acce´der a` des champs de de´placements en surface
d’e´chantillon. Les applications se font sous l’hypothe`se d’une cine´matique plane. La
grandeur me´canique mesurable est le de´placement de chaque point et la de´rivation
spatiale de cette information permet d’obtenir le champ de de´formations de la struc-
ture e´tudie´e. Du fait de l’e´chelle ou` s’effectue le phe´nome`ne a` observer, la me´thode
de la grille de´veloppe´e par Surrel [76] a e´te´ choisie. Il est a` noter que cette me´thode
a e´te´ utilise´e avec succe`s dans diffe´rentes applications [23] [63] [4] [32] [83].
6.3.1 Principe
La me´thode de la grille consiste tout d’abord a` de´poser une grille sur la surface
d’une pie`ce non de´forme´e. Cette grille est compose´e de traits paralle`les e´quidistants
et contraste´s. Elle peut eˆtre soit unidirectionnelle, soit croise´e. Cette grille est de´pose´e
sur la zone e´tudie´e soit par collage, transfert ou autre. La grille est suppose´e parfai-
tement colle´e a` la surface. L’intensite´ I(M) au point M de coordonne´es (x, y) s’e´crit
dans son e´tat initial :
I(M) =
I0
2
[1 + γfrgn(2pi
−→
F .
−−−→
OM)] (6.1)
γ repre´sente le contraste de l’intensite´ I(M), I0 repre´sente l’intensite´ moyenne et−→
F repre´sente le vecteur fre´quence spatiale de la grille. frgn repre´sente une fonction
pe´riodique de pe´riode 2pi. Soit −→u (M) le de´placement d’un point de la grille entre
l’e´tat initial et l’e´tat de´forme´. L’inverse du de´placement −→u −1(M) est suppose´ e´gal
a` l’oppose´ du de´placement de −→u (M) (voir Figure 6.3).
A l’e´tat final, I(M ′) s’e´crit dans le cas unidirectionnel :
I(M ′) =
I0
2
[1 + γfrgn(2pi
−→
F .
−−→
OM + 2pi
−→
F .−→u (M))] (6.2)
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Fig. 6.3 – Champ de de´placements
→
u (M).
De cette expression apparaˆıt une phase Φ(M) telle que :
I(M ′) =
I0
2
[1 + γfrgn(2pi
−→
F .
−−→
OM + Φ(M))] (6.3)
Cette modulation de phase s’e´crit :
Φ(M) = 2pi
−→
F .−→u (M) (6.4)
Dans le cas d’une grille croise´e, les modulations de phase suivant les directions x et
y s’e´crivent de manie`re analogue. La composante suivant la direction x s’e´crit :
Φx(M) =
2pi
px
ux(M) (6.5)
La composante suivant la direction y s’e´crit :
Φy(M) =
2pi
py
uy(M) (6.6)
px et py repre´sentent les pas de la grille suivant les directions x et y respectivement.
ux(M) et uy(M) sont les composantes du champ de de´placements suivant les direc-
tions x et y. Le principe de la me´thode de la grille est donc de transformer le champ
de de´placements en une modulation de phase.
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6.3.2 Evaluation du champ de de´formations
Une fois le champ de phase Φ(M) obtenu par un logiciel, le champ de de´formations
devient accessible car par de´finition :
εij =
1
2
(
∂ui
∂j
+
∂uj
∂i
) (6.7)
En conside´rant que les pas px et py valent tous les deux p, cette e´quation devient :
εij = − p
4pi
(Φi,j + Φj,i) (6.8)
Ainsi, le champ de de´formations devient accessible par de´rivation nume´rique.
6.3.3 Transfert de grille
Des grilles unidirectionnelles et bidirectionnelles sont ici utilise´es de manie`re a`
obtenir les de´placements sur le composite dans les directions longitudinale et trans-
versale de l’e´prouvette. Le pas de la grille est de 200 µm. La me´thode de de´poˆt de la
grille choisie est la me´thode de transfert de´crite dans [64]. Une presse a e´te´ utilise´e
pour le collage des patchs composites sur la plaque l’aluminium : l’empreinte de la
presse est suffisante afin d’obtenir un e´tat de surface de composite suffisamment ru-
gueux pour un transfert efficace de la grille. La colle utilise´e pour le collage de la grille
est la colle E504 fourni par Epotecny. Cette colle acquiert ses proprie´te´s me´caniques
optimales apre`s une cuisson de 40 h a` 37 ◦C. La proce´dure de collage et de transfert
est de´crite plus amplement dans [64]. Une came´ra CCD 1024×1024 pixels est utilise´e
afin de prendre une image avant et apre`s le chargement de l’e´prouvette. 5 pixels par
pe´riode de grille sont utilise´s, ce qui permet de visualiser une surface carre´e de 40×40
mm2. La re´solution de la mesure de de´placement est de 1 µm. Afin de transformer la
diffe´rence des intensite´s lumineuses en champ de de´placements, un algorithme bap-
tise´ (2N-1) est utilise´, ou` N correspond au nombre de pixels par pe´riode de grille [76].
Cette algorithme utilise 2N-1 pixels afin de calculer le de´placement. La re´solution
spatiale de la mesure de de´placement est donc e´gale dans notre cas a` 2N-1 pixels,
soit 360 µm.
Afin d’utiliser la me´thode de la grille sur des patchs de formes diverses, la
proce´dure suivante, illustre´e par la Figure 6.4 dans le cas d’un patch circulaire,
a e´te´ utilise´e. Dans un premier temps, une grille croise´e un peu plus grande que
le patch composite a e´te´ transfe´re´e (voir Figure 6.4a). Ensuite, les parties de grille
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superflues ont e´te´ retire´es au moyen d’un scalpel pour avoir une forme de grille qui
soit le plus proche possible de la forme du patch composite (voir Figure 6.4b).
a - Transfert de grille sur un patch
circulaire. Etat apre`s le collage
b - Suppression des parties de grille
superflues
Fig. 6.4 – Exemple de transfert de grille pour un patch composite circulaire.
6.4 Traitement des re´sultats
En pratique, du bruit ainsi que certaines valeurs aberrantes de de´placement
viennent perturber les champs de de´placements obtenus par la me´thode de la grille.
Ce bruit et ces valeurs aberrantes ont plusieurs origines. Ils proviennent aussi bien
du bruit intrinse`que de la came´ra que d’un de´faut de collage de la grille. Afin de
re´aliser une de´rivation correcte des mesures effectue´es, une proce´dure spe´cifique a
e´te´ re´alise´e. Tout d’abord, pour atte´nuer certaines valeurs aberrantes, les champs
de de´placements sont d’abord convolue´s par un carre´ de dimensions 18 × 18 pixels,
centre´ sur chaque pixel, avec des conditions aux limites re´plique´es sur les bords de
l’image. L’extraction du champ de de´formations a` partir du champ de de´placements
est un point critique avec les techniques de mesure de champs sans contact. En ef-
fet, la de´rivation du champ de de´placements amplifie les erreurs et un lissage trop
important de ce dernier de´te´riore la re´solution spatiale. Ce point est important ici
car le champ de de´formations du composite est utilise´ pour calculer le champ de
contraintes en son sein. De plus, ce champ de contraintes est lui aussi de´rive´ afin
d’obtenir le champ de contraintes dans la colle (voir Equation (1.7)). En d’autres
termes, le champ de de´placements mesure´ est de´rive´ deux fois, ce qui peut entraˆıner
d’importantes erreurs dues au bruit.
De nombreuses me´thodes pour lisser et de´river les champs de de´placements sont
disponibles dans la litte´rature [77]. Quelques unes de ces me´thodes sont imple´mente´es
dans le logiciel Frangyne. Ces me´thodes sont cependant base´es sur une approche
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locale afin d’obtenir le champ de de´formations. Dans notre cas, la strate´gie utilise´e
consiste a` utiliser la nature des champs mesure´s. La forme globale du champ de
de´placements est en effet tre`s proche de la solution analytique unidimensionnelle
colonne par colonne, meˆme si des variations sont susceptibles d’intervenir dans le cas
d’un patch composite avec des fibres oriente´es a` 90 degre´s. La proce´dure de´veloppe´e
ici consiste donc a` lisser le champ de de´placements colonne par colonne avec une
fonction de la meˆme forme que la solution analytique unidmensionnelle, d’abord
suivant une premie`re direction puis suivant la seconde direction. De ce fait, une telle
fonction est facilement de´rivable afin d’obtenir les champs de contraintes dans le
composite et dans la colle. Pour chaque colonne de la zone observe´e, la distribution
unidimensionnelle du de´placement expe´rimental ux est lisse´e en utilisant une fonction
similaire a` la solution the´orique unidimensionnel de l’Equation (1.9), soit :
upxlisse(x) =
1
C
AeCx +
1
C
(A+B)e−Cx +Bx+D (6.9)
Les coefficients A, B, C et D sont calcule´s pour chaque colonne afin de minimiser
l’e´cart quadratique avec les valeurs expe´rimentales. Les fonctions de Matlab (lsq-
nonlin) base´es sur les moindres carre´s sont utilise´es afin de re´soudre ce proble`me
non line´aire. Ces me´thodes sont base´es sur une variante de la me´thode de New-
ton [18]. D’autres fonctions de lissage ont aussi e´te´ teste´es, telles que des fonc-
tions polynoˆmiales. Elles donnent un e´cart-type plus important avec les valeurs
expe´rimentales, ce qui justifie le choix de l’Equation (6.9). Le champ de de´formations
εpxx (Equation (6.10)) s’obtient en de´rivant l’Equation (6.9) pour chaque colonne de
l’image. Le champ de contraintes σpxx s’obtient en utilisant les lois de comportement
(Equation (6.11)) ou` l’effet de Poisson a e´te´ ne´glige´. Cette dernie`re hypothe`se se
justifie par le fait que seuls des essais de traction unidirectionnels sont re´alise´s sur
des composites dont les fibres sont oriente´es a` 0 et 90 degre´s. Cette hypothe`se en-
traˆıne une erreur sur le calcul des contraintes infe´rieure a` 2% dans notre cas, ce que
l’on peut ve´rifier facilement avec quelques calculs analytiques simples. L’avantage
d’une telle simplification est de permettre un traitement des images et des calculs
inde´pendants, ce qui deviendrait tre`s vite fastidieux si cette hypothe`se n’e´tait pas
utilise´e (calage des champs de de´formations, propagation des erreurs...). On obtient
donc :
εpxx(x) =
dupxlisse
dx
(x) = AeCx − (A+B)e−Cx +B (6.10)
La loi de comportement s’e´crit dans notre cas :
σpxx(x) = Exε
p
xx(x) (6.11)
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Une longueur de transfert longitudinale Ltx(y) est de´finie pour chaque colonne de
l’image :
Ltx(y) =
3√
C
(6.12)
Elle correspond a` la longueur ne´cessaire pour que la contrainte longitudinale σpxx(x)
dans le patch atteigne 95% de la contrainte longitudinale limite atteinte dans le
patch loin des bords libres. Une proce´dure similaire est applique´e pour chaque ligne
x = cste du champ de de´placements transversal upy. Les e´quations obtenues pour la
direction transversale sont donc dans ce cas :
upylisse(y) =
1
C ′
A′eC
′y +
1
C ′
(A′ +B′)e−C
′y +B′y +D′ (6.13)
La de´formation transversale εpyy(y) dans le patch est calcule´e en de´rivant le de´placement
transversal upylisse(y) dans le patch :
εpyy(y) =
dupylisse
dy
(y) = A′eC
′y − (A′ +B′)e−C′y +B′ (6.14)
La loi de comportement s’e´crit :
σpyy(y) = Eyε
p
yy(y) (6.15)
Une longueur de transfert transversale Lty(x) est de´finie pour chaque colonne de
l’image :
Lty(x) =
3√
C ′
(6.16)
6.5 Patchs rectangulaires
Des tests de tractions sont conduits sur des e´prouvettes renforce´es par des patchs
rectangulaires. Conforme´ment aux calculs pre´ce´dents, des patchs a` 0 et 90 degre´s
sont utilise´s. La zone observe´e par la came´ra de´pend de l’orientation des fibres (voir
Figure 6.5).
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a - Cas 1 : patch a` 0 degre´ b - Cas 2 : patch a` 90 degre´s
Fig. 6.5 – Zones observe´es par la came´ra.
Ces essais ont pour but de mettre en lumie`re des phe´nome`nes bidimension-
nels et d’observer d’e´ventuels e´carts avec les mode`les analytique et semi-nume´rique
pre´sente´s dans la partie 3. Une trentaine d’essais est effectue´e sur chaque e´prouvette,
en de´montant et remontant l’e´prouvette pour assurer la re´pe´tabilite´ des phe´nome`nes
observe´s. De fac¸on ge´ne´rale, les essais sont bien reproductibles, avec des e´carts sur le
de´placement qui n’exce`de pas quelques microns. De plus, un comparateur est utilise´
pour e´valuer la pre´sence d’un quelconque mouvement hors-plan.
6.5.1 Patch a` 0 degre´
Cet essai a permis d’appliquer la me´thode de la grille dans le cas de structures
renforce´es par patchs composites. L’orientation des fibres est e´gale a` 0 degre´. Les
caracte´ristiques mate´rielles et ge´ome´triques des e´prouvettes sont celles de´crites dans
le paragraphe 6.2. Le but ici est de mettre en avant la zone de transfert d’effort. Le
de´placement impose´ conduit a` un effort de 18 kN, ce qui donne une contrainte e´gale
a` 64MPa dans le substrat. Seul un essai repre´sentatif est ici traite´.
6.5.1.1 Champ de de´placements longitudinal upx
Un glissement de l’ordre de 0,1mm a e´te´ observe´ lors de l’essai. Le comparateur
ne de´tecte pas de mouvement hors-plan. La Figure 6.6a repre´sente le champ de
de´placements longitudinal upx apre`s filtrage. Par souci de simplicite´, l’origine de l’axe
des de´placements est choisie de telle sorte qu’elle soit place´e au bord libre x = 0.
Deux zones sont visibles sur le champ de de´placements. Loin du bord libre du patch
composite (x > 10 mm), le champ de de´placements upx est quasi line´aire suivant la
direction x. Pre`s du bord libre x = 0, l’e´volution du champ de de´placements est
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fortement non line´aire et correspond au « plateau » de de´placements de la Figure
6.6a. La Figure 6.6b compare le champ de de´placements expe´rimental avec la courbe
the´orique donne´e par l’Equation (1.9), ou` l’origine des de´placements correspond au
bord libre du patch composite. La moyenne du champ de de´placements pour chaque
ligne de l’image est aussi repre´sente´e sur cette figure. La variation maximale du
champ expe´rimental autour de cette moyenne expe´rimentale est de l’ordre de 3,4
µm. Les e´volutions the´orique et expe´rimentale moyenne du champ de de´placements
sont quasi identiques : le plus grand e´cart entre les deux e´volutions est infe´rieur a`
0,4 µm. La Figure 6.7 pre´sente un exemple de lissage pour y = cste. L’e´cart-type
entre les e´volutions expe´rimentale et lisse´e est de l’ordre de 0,55 µm, ce qui peut eˆtre
conside´re´ comme un bon indicateur de qualite´ de lissage pour la fonction choisie,
ceci pour un de´placement maximal de 15 µm.
6.5.1.2 Champ de contraintes longitudinal dans le composite σpxx
La Figure 6.6c pre´sente l’e´volution de la contrainte longitudinale σpxx calcule´e
dans le patch composite graˆce a` l’Equation (6.11). Une zone de transfert d’effort de
l’ordre de 1 cm est clairement visible : les contraintes sont nulles sur le bord libre
et atteignent une valeur limite loin de ce dernier. La Figure 6.6d compare le champ
obtenu a` partir des donne´es expe´rimentales au champ the´orique de´duit de l’Equation
(1.5). La moyenne du champ expe´rimental sur chaque ligne est aussi reporte´e. Les
deux courbes sont en accord et sont quasi identiques.
6.5.1.3 Champ de cisaillement longitudinal dans la colle σaxz
Le champ de contraintes dans la colle peut eˆtre calcule´ a` partir du champ de
contraintes longitudinal dans le patch composite en utilisant l’Equation (6.10). La
Figure 6.6e pre´sente l’e´volution de la contrainte de cisaillement calcule´e σaxz en fonc-
tion de x et de y. Le cisaillement est maximal au bord libre x = 0 et ne de´pend pas de
la direction y. La capacite´ a` e´valuer cette contrainte de cisaillement est importante :
dans la plupart des cas, ce pic de cisaillement est a` l’origine de la de´faillance du
renforcement [21]. La Figure 6.6f compare le champ de cisaillement obtenu a` partir
des donne´es expe´rimentales a` la courbe the´orique donne´e par l’Equation (1.8). La
moyenne du champ expe´rimental pour chaque ligne de l’image est aussi reporte´e sur
la figure. Le plus grand e´cart autour de cette valeur moyenne est e´gale a` 1 MPa.
De plus, les e´volutions the´orique et moyenne sont pratiquement identiques. Dans
ce cas-la`, un mode`le unidimensionnel classique est suffisant pour de´crire la re´ponse
longitudinale.
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a - Vue 3D b - Vue de coˆte´
Champ de de´placements longitudinal upx
c - Vue 3D d - Vue de coˆte´
Champ de contraintes longitudinal σpxx
e - Vue 3D f - Vue de coˆte´
Champ de cisaillement longitudinal σaxz dans la colle
Fig. 6.6 – Re´sultats expe´rimentaux d’un patch rectangulaire dont les fibres sont
oriente´es a` 0 degre´.
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La Figure 6.8 pre´sente l’e´volution de la longueur de transfert longitudinale Ltx(y)
suivant la largeur. L’e´volution expe´rimentale est pratiquement e´gale a` la longueur
de transfert the´orique (8,4 mm) calcule´e a` partir des donne´es fournies par l’AIA. De
plus, l’e´volution expe´rimentale de la longueur de transfert est a` peu pre`s constante
suivant la direction y. Les re´sultats obtenus lors d’un deuxie`me essai sont aussi
montre´s. Ce deuxie`me essai correspond a` la meˆme e´prouvette de´monte´e puis re-
monte´e. On note la cohe´rence des re´sultats obtenus d’un essai a` l’autre.
Le Tableau 6.1 repre´sente les contraintes maximales de chaque mate´riau ainsi
que les valeurs de crite`re de rupture de chaque mate´riau ramene´es en pourcentage
pour pouvoir comparer les de´faillances. Le rapport maximal est obtenu pour la colle
et est e´gal a` 16%. Cela signifie que la de´faillance du renforcement serait cause´e par
la de´faillance de la colle.
Fig. 6.7 – Exemple de lissage pour y = cste. Fig. 6.8 – Evolutions de Ltx(y).
Composite Aluminium Colle
Re´sistances (MPa) 1786 440 40
Contraintes maximales (MPa) 83 65 16
Rapport r (%) -3 2 16
Tab. 6.1 – Rapports des contraintes maximales avec les re´sistances de chacun des
mate´riaux dans le cas d’un patch rectangulaire a` 0 degre´.
6.5.2 Patch a` 90 degre´s
Il faut souligner d’emble´e que la diffe´rence des coefficients de Poisson entre le
patch composite et le substrat est tre`s importante dans ce cas la` : 0,32 pour l’alumi-
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nium et 0,02 pour le composite. Le but ici est de mettre en avant expe´rimentalement
une e´ventuelle zone de transfert d’effort dans la direction transversale due a` l’effet de
Poisson. Dans ce paragraphe, l’origine des axes x et y correspond a` l’un des quatre
coins du patch composite (voir Figure 6.5b). Le de´placement impose´ conduit a` un
effort de 18 kN, ce qui donne une contrainte e´gale a` 64MPa dans l’e´prouvette.
6.5.2.1 Champ de de´placements longitudinal upx
Un glissement de l’ordre de 0,1mm a e´te´ observe´ lors de l’essai. Le compara-
teur ne de´tecte pas de mouvement hors-plan. La Figure 6.9a montre le champ de
de´placements longitudinal upx apre`s filtrage. L’origine de l’axe des de´placements est
choisie de telle manie`re que la moyenne du champ de de´placements, le long de l’axe
y, soit e´gale a` 0 au bord libre x = 0. Deux zones peuvent eˆtre distingue´es dans
ce champ de de´placements. La premie`re zone pre´sente une e´volution quasi line´aire
du champ de de´placements loin du bord libre, pour x > 5 mm. La deuxie`me zone
pre´sente un tre´s petit plateau pre`s du bord libre x = 0. Ce plateau est beaucoup
plus petit que le plateau observe´ dans le cas d’un patch a` 0 degre´. Ceci est duˆ au fait
que la longueur de transfert (2,7 mm) est plus petite que la longueur de transfert
obtenue dans le cas d’un patch composite a` 0 degre´ (8,4 mm). La Figure 6.9b com-
pare le champ expe´rimental avec l’e´volution the´orique calcule´e a` partir des donne´es
fournies par l’AIA. La moyenne du champ de de´placements expe´rimental le long de
chaque ligne de l’image est aussi reporte´e sur la figure : les variations maximales
autour de cette moyenne sont e´gales a` 10 µm. Il est a` noter que ces variations maxi-
males correspondent a` tre`s peu de colonnes. En effet, l’e´cart moyen se situe autour
de 5 µm. Les de´placements the´oriques et moyenne´s sont pratiquement similaires (la
diffe´rence est infe´rieure a` 0,4 µm). L’e´cart-type entre les champs expe´rimental et
lisse´ est e´gal a` 0,17 µm pour un de´placement maximal de 35 µm.
6.5.2.2 Champ de contraintes longitudinal dans le composite σpxx
La Figure 6.9c pre´sente l’e´volution de la contrainte longitudinale σpxx calcule´e
dans le composite en fonction de x et y a` partir de l’Equation (6.11). Une zone de
transfert d’effort, de l’ordre de 0,2 cm, peut eˆtre clairement observe´e. La Figure 6.9d
compare le champ de contraintes obtenu a` partir des donne´es expe´rimentales avec
la courbe the´orique de´duite a` partir des donne´es fournies par l’AIA. La diffe´rence
entre les contraintes limites the´orique et expe´rimentale est de l’ordre de 8,8%.
6.5.2.3 Champ de cisaillement longitudinal dans la colle σaxz
La contrainte de cisaillement dans la colle σaxz est calcule´e a` partir du champ
de contraintes dans le composite graˆce a` l’Equation (1.7). La Figure 6.9e pre´sente
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l’e´volution de la contrainte de cisaillement σaxz en fonction des directions x et y. La
contrainte de cisaillement est maximale pour x = 0. Elle est quasiment constante
selon la direction y. La Figure 6.9f compare le champ de cisaillement obtenu a` partir
des donne´es expe´rimentales a` la courbe the´orique donne´e par l’Equation (1.8). La
moyenne du champ expe´rimental pour chaque ligne de l’image est aussi reporte´e sur
la figure. Les variations maximales autour de la contrainte de cisaillement moyenne
sont infe´rieures a` 0,2 MPa.
La Figure 6.10 pre´sente l’e´volution de la longueur de transfert Ltx(y). L’e´volution
expe´rimentale est pratiquement e´gale a` la longueur de transfert the´orique (2,7 mm).
De plus, l’e´volution expe´rimentale de la longueur de transfert est quasi constante,ce
qui veut dire qu’elle peut eˆtre de´crite par une analyse unidimensionnelle classique.
6.5.2.4 Champ de de´placements transversal upy
La Figure 6.11 montre le champ de de´placements transversal du composite upy,
ou` le pixel (0,0) correspond au coin du patch (voir Figure 6.5). Les de´placements
observe´s sont dus a` l’effet de Poisson de l’aluminium. En effet, le coefficient de
Poisson du patch composite est tre`s faible (0,02) dans ce cas-la`, entraˆınant de ce
fait un champ de de´placements quasi nul duˆ au champ de de´placements longi-
tudinal upx. La vue de coˆte´ repre´sente le champ de de´placements expe´rimental, le
de´placement the´orique ainsi que le de´placement moyen expe´rimental suivant y. Les
de´placements moyen et the´orique montrent quelques diffe´rences, ce qui peut s’expli-
quer par le fait que l’analyse unidimensionnelle n’est pas suffisante pour quantifier
le champ de de´placements dans ce cas. La vue de coˆte´ montre une variation autour
du de´placement moyen de 2 µm. L’e´cart-type entre les e´volutions the´orique et lisse´e
est de 0,27 µm pour un de´placement maximal de 10 µm.
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a - Vue 3D b - Vue de coˆte´
Champ de de´placements longitudinal upx
c - Vue 3D d - Vue de coˆte´
Champ de contraintes longitudinal σpxx dans le composite
e - Vue 3D f - Vue de coˆte´
Champ de cisaillement longitudinal σaxz dans la colle
Fig. 6.9 – Re´sultats expe´rimentaux d’un patch rectangulaire dont les fibres sont
oriente´es a` 90 degre´s.
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Fig. 6.10 – Evolutions the´orique et expe´rimentales de la longueur de transfert lon-
gitudinale Ltx(y) dans le cas d’un essai a` 90 degre´s.
6.5.2.5 Champ de contraintes transversal dans le composite σpyy
Le champ de contraintes transversal σpyy dans le composite est trace´ sur la Figure
6.12. La distribution des contraintes transversales σpyy dans le composite est claire-
ment bidimensionnelle : elle de´pend a` la fois des directions x et y. Deux phe´nome`nes
peuvent eˆtre clairement distingue´s :
– un transfert d’effort transversal apparaˆıt dans la direction y du fait de la
diffe´rence des coefficients de Poisson ;
– une seconde zone de transfert apparaˆıt suivant la direction x. Cette zone de
transfert de´pend a` la fois des directions x et y. Elle est lie´e au transfert d’effort
longitudinal. En effet, la contrainte longitudinale σsxx est plus importante au
bord libre x = 0 car le composite ne renforce pas le substrat a` cet endroit. Cette
contrainte longitudinale plus importante entraˆıne une contrainte transversale
σsyy plus importante au bord libre x = 0. La contrainte transversale σ
p
yy dans
le composite est donc plus importante au bord libre x = 0. Loin de ce bord
libre, la contrainte longitudinale σsxx dans le substrat diminue, diminuant ainsi
la contrainte transversale σsyy, qui diminue elle-meˆme la contrainte transversale
σpyy dans le composite.
Il est inte´ressant de comparer les re´sultats calcule´s par diffe´rences finies et ceux
calcule´s a` partir des mesures. Deux analyses peuvent eˆtre conduites. La premie`re est
qualitative : les re´sultats obtenus a` partir des donne´es expe´rimentales et nume´riques
montrent l’apparition de deux zones de transfert d’effort dues a` la diffe´rence des
coefficients de Poisson entre le patch composite et l’aluminium. La deuxie`me analyse
est quantitative : les niveaux de contraintes diffe`rent de 50% environ entre le champ
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de contraintes calcule´ a` partir des mesures et celui calcule´ par diffe´rences finies.
Cette diffe´rence peut s’expliquer notamment par les incertitudes sur les donne´es
mate´rielles et notamment sur les valeurs des coefficients de Poisson du composite et
de la colle, et du module d’Young transversal Ey du composite. De plus, la de´rivation
des champs obtenus expe´rimentalement a tendance a` amplifier les diffe´rences. Enfin,
une dernie`re explication concerne les conditions aux limites qui diffe`rent entre les
calculs mene´s et les essais effectue´s. En effet, expe´rimentalement, les mors empeˆchent
l’effet de Poisson, ce qui provoquent des distributions transversales des contraintes
diffe´rentes entre les re´sultats expe´rimentaux et les re´sultats nume´riques.
6.5.2.6 Champ de cisaillement transversal dans la colle σayz
La contrainte de cisaillement σayz dans la colle est calcule´e a` partir du champ de
contraintes transversal dans le composite. La Figure 6.13 repre´sente l’e´volution de la
contrainte de cisaillement σayz en fonction de x et de y. La contrainte de cisaillement
σayz de´pend a` la fois des directions x et y. Elle est maximale pour x = 0 et y = 0, ce
qui correspond au coin du patch. Deux analyses peuvent eˆtre conduites sur la com-
paraison des champs calcule´s nume´riquement et a` partir des mesures. Ces analyses
sont similaires a` celles faites pour la distribution des contraintes transversales σpyy
dans le patch. La premie`re est qualitative : les deux champs calcule´s font apparaˆıtre
un pic de cisaillement pour x = 0 et y = 0. Ce pic est duˆ aux deux zones de transfert
d’effort transversales. La deuxie`me analyse est quant a` elle quantitative du fait de la
diffe´rence des niveaux de contraintes. Cette diffe´rence peut s’expliquer notamment
par les incertitudes sur les donne´es mate´rielles et par les conditions aux limites qui
sont diffe´rentes dans les deux cas.
La Figure 6.14 pre´sente l’e´volution de la longueur de transfert transversale en
fonction de la direction x. L’e´volution expe´rimentale n’est pas rigoureusement e´gale
a` la longueur de transfert the´orique (8,4 mm) obtenue dans le cadre d’une analyse
unidimensionnelle classique. En effet, la longueur de transfert transversale de´pend a`
la fois de la direction x et de la direction y. Les essais montrent qu’elle est plus grande
au bord libre x = 0 que celle situe´e loin de ce dernier. L’e´volution expe´rimentale ne
peut donc pas eˆtre de´crite correctement avec une approche unidimensionnelle. Cette
e´volution expe´rimentale est en fait le re´sultat d’un couplage entre les deux directions
du proble`me.
Le Tableau 6.2 repre´sente les contraintes maximales de chaque mate´riau ainsi
que les valeurs des crite`res de rupture de chaque mate´riau ramene´es en pourcentage
pour pouvoir comparer les de´faillances. Le rapport le plus important est obtenu pour
le composite. En effet, sa faible re´sistance dans la direction transversale des fibres,
combine´e a` sa re´sistance moins importante en compression, a pour conse´quence de
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produire sa de´faillance.
a - Vue 3D b - Vue de coˆte´
Fig. 6.11 – Champ de de´placements transversal upy dans le composite.
Fig. 6.12 – Champ de contraintes transversal σpyy dans le composite dans le cas d’un
essai a` 90 degre´s.
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Fig. 6.13 – Champ de cisaillement transversal σayz dans la colle dans le cas d’un
essai avec un patch dont les fibres sont oriente´es a` 90 degre´s.
Fig. 6.14 – Evolutions the´orique et expe´rimentales de la longueur de transfert trans-
versale Lty(x) dans le cas d’un essai a` 90 degre´s.
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Composite Aluminium Colle
Direction longitudinale
Re´sistances (MPa) 42 440 40
Contraintes maximales (MPa) 8 65 4,8
Direction transversale
Re´sistances (MPa) 1000 440 40
Contraintes maximales (MPa) 45 11,3 8
Rapport r (%) 17 2 5
Tab. 6.2 – Rapports des contraintes maximales avec les re´sistances de chacuns des
mate´riaux dans le cas d’un patch rectangulaire a` 90 degre´s.
6.5.3 Conclusion
Ces essais sur des patchs rectangulaires permettent de faire les conclusions sui-
vantes :
– dans le cas d’un patch dont les fibres sont oriente´es a` 0 degre´, les re´sultats
expe´rimentaux sont en concordance avec les re´sultats pre´dits avec des solutions
unidimensionnelles classiques ;
– dans le cas d’un patch dont les fibres sont oriente´es a` 90 degre´s, le champ de
de´placements longitudinal peut eˆtre pre´dit avec une analyse unidimensionnelle.
Par contre, le champ de de´placements transversal ne peut pas eˆtre pre´dit avec
une analyse unidimensionnelle. En effet, la diffe´rence des coefficients de Pois-
son entre le patch composite (0,02) et le substrat (0,32) entraˆıne deux zones
de transfert d’effort transversales qui sont couple´es avec la zone de transfert
longitudinale ;
– la de´faillance pre´vue pour le renfort n’est pas seulement due a` la colle. En effet,
dans le cas d’un patch dont les fibres sont oriente´es a` 90 degre´s, la de´faillance
du renfort provient de la rupture du composite ;
– le programme par diffe´rences finies permet d’e´valuer qualitativement les dis-
tributions des contraintes transversales dans le cas d’un patch a` 90 degre´s.
6.6 Patchs circulaires
Des tests de tractions sont conduits sur des e´prouvettes renforce´es par des patchs
circulaires. Ces essais sont effectue´s sur des e´prouvettes e´quilibre´es afin d’amoin-
drir un quelconque mouvement hors-plan. Les patchs sont constitue´s de composite
unidirectionnel dont les fibres sont oriente´es a` 0 et 90 degre´s. Les caracte´ristiques
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mate´rielles et ge´ome´triques des e´prouvettes sont celles de´crites dans le paragraphe
6.2. Ces essais ont pour but de mettre en lumie`re des phe´nome`nes bidimensionnels
et de mettre en avant l’influence de la ge´ome´trie sur les distributions des contraintes
dans le patch et dans la colle. Une trentaine d’essais ont e´te´ effectue´s sur chaque
e´prouvette, en de´montant et remontant l’e´prouvette, ainsi qu’en retournant cette
dernie`re. Seuls les essais les plus repre´sentatifs sont pre´sente´s.
6.6.1 Patch a` 0 degre´
Deux patchs composites sont colle´s syme´triquement de part et d’autre de l’e´prou-
vette. L’orientation des fibres est ici e´gale a` 0 degre´. Le but est de mettre en avant
la zone de transfert d’effort et d’e´tudier l’influence de la ge´ome´trie. Le de´placement
impose´ conduit a` un effort de 10 kN, ce qui donne une contrainte e´gale a` 35MPa
dans le substrat.
6.6.1.1 Champ de de´placements longitudinal upx
La Figure 6.15 repre´sente le champ de de´placements longitudinal upx apre`s filtrage.
Par soucis de simplicite´, l’origine de l’axe des de´placements est choisie de telle sorte
qu’elle soit e´gale a` ze´ro au bord libre x = 0. Deux zones peuvent eˆtre distingue´es.
Loin du bord libre du patch composite (x > 10 mm), le champ de de´placements upx
est quasi line´aire suivant la direction x. Pre`s du bord libre x = 0, l’e´volution du
champ de de´placements est fortement non line´aire et correspond au « plateau » de
de´placements de la Figure 6.15. La Figure 6.15b permet de voir les fluctuations du
champ de de´placements suivant la direction y. Le de´placement dans le composite
est le´ge`rement plus important au point A. Il est a` peu pre`s constant a` x donne´
loin du bord libre. Cette diffe´rence entraˆıne une de´formation plus importante sur
les bords du patch composite. Pour e´valuer cette diffe´rence, le champ de contraintes
longitudinal dans le composite est calcule´ ci-apre`s.
6.6.1.2 Champ de contraintes longitudinal dans le composite σpxx
La Figure 6.16a pre´sente l’e´volution de la contrainte longitudinale σpxx calcule´e
dans la patch composite a` partir des Equations (6.10) et (6.11). Une zone de transfert
d’effort de l’ordre de 1 cm est clairement visible : les contraintes sont e´gales a` 0 sur le
bord libre puis convergent vers une valeur limite loin de ce dernier. La Figure 6.16b
repre´sente diffe´rentes coupes du champ de contraintes pour plusieurs valeurs de x.
La distribution de ces contraintes n’est pas la meˆme selon que la coupe se trouve ou
non a` proximite´ du bord libre. En effet, pour des faibles valeurs de x (soit pre`s du
point exteˆme A), la distribution suivant y repre´sente un arc de cercle, alors que pour
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des valeurs e´leve´es de x, cette meˆme distribution est quasi line´aire. Cela s’explique
par le fait que le transfert d’effort ne s’effectue pas de la meˆme fac¸on partout dans
le composite pour une ordonne´e y fixe´e, a` cause de la ge´ome´trie circulaire du patch
composite. Les contraintes calcule´es par le programme par diffe´rences finies sont
aussi repre´sente´es sur la Figure 6.16b. Elles donnent une bonne e´valuation de la
distribution de σpxx dans le composite.
6.6.1.3 Champ de cisaillement longitudinal dans la colle σaxz
Le champ de contraintes dans la colle σaxz peut eˆtre calcule´ a` partir du champ de
contraintes longitudinal dans le patch composite en utilisant l’Equation (6.10). La
Figure 6.17a pre´sente l’e´volution de la contrainte de cisaillement σaxz en fonction de
x et de y. Le cisaillement est maximal sur les bords libres et de´pend des directions x
et y. La Figure 6.17b repre´sente diffe´rentes coupes du champ de contraintes pour des
abscisses x fixe´es. Pour des faibles valeurs de x, la distribution suivant y repre´sente
un arc de cercle, alors que pour des valeurs e´leve´es de x, cette meˆme distribution est
quasi line´aire. La contrainte maximale de cisaillement est aussi repre´sente´e sur la
Figure 6.17b. Cette contrainte maximale est a` peu pre`s constante suivant la direction
y.
Les contraintes calcule´es par le programme par diffe´rences finies sont aussi repre´-
sente´es sur la Figure 6.17b. Elles sont le´ge`rement infe´rieures aux contraintes calcule´es
a` partir des mesures expe´rimentales. Cela est notamment duˆ au pas de diffe´rences
finies utilise´. Cependant, le programme par diffe´rences finies donne une bonne ap-
proximation de la distribution de σaxz dans la colle.
Le Tableau 6.3 repre´sente les contraintes maximales de chaque mate´riau ainsi
que les valeurs de crite`re de rupture de chaque mate´riau. Le rapport maximal est
obtenu pour la colle. Il est e´gal a` 9%. Dans ce cas la`, la de´faillance du renforcement
serait cause´e par la de´faillance de la colle.
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a - Vue 3D du champ de
de´placements upx
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Fig. 6.15 – Champ de de´placements upx dans le composite dans le cas ou` les fibres
sont oriente´es a` 0 degre´.
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Fig. 6.16 – Champ de contraintes σpxx dans le composite dans le cas d’un essai a` 0
degre´.
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a - Vue 3D du champ de contraintes
σaxz
b - Coupes du champ de contraintes
σaxz
Fig. 6.17 – Champ de contraintes σaxz dans la colle dans le cas d’un essai a` 0 degre´.
Composite Aluminium Colle
Re´sistances (MPa) 1786 440 40
Contraintes maximales (MPa) 44 38 12
Rapport r (%) -2 0,75 9
Tab. 6.3 – Rapports des contraintes maximales avec les re´sistances de chacun des
mate´riaux dans le cas d’un patch circulaire a` 0 degre´.
6.6.2 Patch a` 90 degre´s
L’orientation des fibres du patch unidirectionnel est ici e´gale a` 90 degre´s. Le but
est de mettre en avant la zone de transfert d’effort transversale due a` la diffe´rence
des coefficients de Poisson. Le de´placement impose´ conduit a` un effort de 10 kN, ce
qui donne une contrainte e´gale a` 35MPa dans le substrat.
6.6.2.1 Champ de de´placements longitudinal upx
La Figure 6.18 repre´sente le champ de de´placements longitudinal upx apre`s filtrage.
Par soucis de simplicite´, l’origine de l’axe des de´placements est choisie de telle sorte
a` ce que ce de´placement soit e´gal a` ze´ro au bord libre x = 0. Deux zones peuvent
eˆtre distingue´es. Loin du bord libre du patch composite (x > 5 mm), le champ de
de´placements upx est quasi line´aire suivant la direction x. Pre`s du bord libre x = 0,
l’e´volution du champ de de´placements est fortement non line´aire et correspond au
« plateau » de de´placements de la Figure 6.18. Ce plateau est plus petit que dans
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le cas pre´ce´dent ou` les fibres e´taient oriente´es a` 0 degre´ (voir Figure 6.15). En effet,
la rigidite´ Ey du composite est beaucoup plus faible que la rigidite´ Ex. La Figure
6.18b permet de voir les fluctuations du champ de de´placements suivant la direction
y. Le de´placement dans le composite est le´ge`rement plus important au centre du
bord supe´rieur du composite. Il est a` peu pre`s identique loin du bord libre pour un
x donne´. Cette diffe´rence entraˆıne une de´formation plus importante sur les bords
du patch composite. Le champ de contraintes longitudinal dans le composite est
maintenant calcule´ afin d’e´valuer cette diffe´rence.
6.6.2.2 Champ de contraintes longitudinal dans le composite σpxx
La Figure 6.19a pre´sente l’e´volution de la contrainte longitudinale σpxx calcule´e
dans le patch composite graˆce aux Equations (6.10) et (6.11). Une zone de transfert
d’effort de l’ordre de 0,5 cm est clairement visible : les contraintes sont e´gales a` 0
au bord libre et tendent vers une valeur limite loin de ce dernier. La Figure 6.19b
repre´sente diffe´rentes coupes du champ de contraintes pour diffe´rentes valeurs d’or-
donne´e. La distribution de ces contraintes n’est pas la meˆme, selon que la coupe se
trouve ou non a` proximite´ du bord libre. En effet, pour des faibles valeurs de x, la
distribution suivant y repre´sente un arc de cercle, alors que pour des valeurs e´leve´es
de x, cette meˆme distribution est quasi line´aire. Cela s’explique par le fait que le
transfert d’effort n’est pas le meˆme partout pour une abscisse x fixe´e, ce qui est duˆ a`
la ge´ome´trie circulaire du patch composite. De plus, la contrainte longitudinale est
le´ge`rement plus faible au centre du patch composite que sur les bords y = 0 cm et
y =4 cm. Les contraintes calcule´es par diffe´rences finies sont aussi repre´sente´es sur
la Figure 6.19b. Les e´volutions nume´rique et issue des essais sont quasi similaires.
6.6.2.3 Champ de cisaillement longitudinal dans la colle σaxz
Le champ de contraintes dans la colle σaxz peut eˆtre calcule´ a` partir du champ
de contraintes longitudinal dans le patch composite en utilisant l’Equation (6.10).
La Figure 6.20a repre´sente l’e´volution de la contrainte de cisaillement calcule´e σaxz
en fonction de x et de y. Le cisaillement est maximal sur les bords libres et de´pend
des direction x et y. La Figure 6.20b repre´sente diffe´rentes coupes du champ de
contraintes pour plusieurs valeurs d’abscisses. Pour des faibles valeurs de x, la dis-
tribution suivant y repre´sente un arc de cercle, alors que pour des valeurs e´leve´es de
x, cette meˆme distribution est quasi line´aire. La contrainte maximale de cisaillement
est aussi repre´sente´e sur la Figure 6.20b pour x = 2,4 cm. Cette contrainte maxi-
male est a` peu pre`s constante suivant la direction y. Cependant, elle est le´ge`rement
infe´rieure au centre du patch composite. Les contraintes calcule´es par diffe´rences fi-
nies sont infe´rieures aux contraintes calcule´es a` partir des mesures expe´rimentales, ce
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qui est duˆ notamment au pas de diffe´rences finies utilise´. Malgre´ cela, le programme
par diffe´rences finies donne une bonne approximation de la distribution de σaxz dans
la colle.
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de´placements upx
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Fig. 6.18 – Champ de de´placements upx dans le composite dans le cas d’un essai a`
90 degre´s.
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Fig. 6.19 – Champ de contraintes σpxx dans le composite dans le cas d’un essai a` 90
degre´s.
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a - Vue 3D du champ de contraintes
σaxz
b - Coupes du champ de contraintes
σaxz
Fig. 6.20 – Champ de contraintes σaxz dans la colle dans le cas d’un essai a` 90 degre´s.
6.6.2.4 Champ de de´placements transversal upy
La Figure 6.21 repre´sente le champ de de´placements transversal upy apre`s filtrage.
Par soucis de simplicite´, l’origine de l’axe des de´placements est choisie de telle sorte
qu’elle soit e´gale a` ze´ro au bord libre y = 0. Loin du bord libre du patch composite
(y > 10 mm), le champ de de´placements upy est quasi line´aire suivant la direction
y. Pre`s du bord libre y = 0, l’e´volution du champ de de´placements est fortement
non line´aire et correspond au « plateau » de de´placements de la Figure 6.21. La
Figure 6.21b permet de voir les fluctuations de ce champ suivant la direction x.
Le de´placement dans le composite est le´ge`rement plus important au centre du bord
supe´rieur du composite. Il est a` peu pre`s constant loin du bord libre pour un y donne´.
Cette diffe´rence entraˆıne une de´formation plus importante sur les bords du patchs
composites. Pour e´valuer cette diffe´rence, le champ de contraintes longitudinal dans
le composite est calcule´ ci-apre`s.
6.6.2.5 Champ de contraintes transversal dans le composite σpyy
La Figure 6.22a pre´sente l’e´volution de la contrainte longitudinale σpyy calcule´e
dans le patch composite. Une zone de transfert d’effort est clairement visible : les
contraintes sont e´gales a` 0 au bord libre et convergent vers une valeur limite loin de
ce dernier. La contrainte longitudinale est ne´gative du fait de l’e´tat de compression
cre´e´e par la diffe´rence des coefficients de Poisson entre le substrat et le composite. En
effet, cette zone de transfert d’effort transversale est due au fait que l’aluminium se
re´tracte alors que le composite a tendance a` empeˆcher cette striction. La Figure 6.22b
repre´sente diffe´rentes coupes du champ de contraintes pour diffe´rentes ordonne´es tel
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que y = cste. La distribution de ces contraintes n’est pas la meˆme que la coupe se
trouve ou non a` proximite´ du bord libre. En effet, pour des faibles valeurs de y, la
distribution suivant x repre´sente un arc de cercle, alors que pour des valeurs e´leve´es
de y, cette meˆme distribution est quasi line´aire. De plus, la contrainte longitudinale
est le´ge`rement plus faible au centre du patch composite que sur les bords d’abscisses
x =0 cm et x =4 cm.
Un e´cart de l’ordre de 20% apparaˆıt entre les distributions calcule´es a` partir
des mesures et par le programme par diffe´rences finies. Cet e´cart est notamment
duˆ aux incertitudes sur les coefficients de Poisson, sur la valeur du module d’Young
transversal Ey ainsi que sur les conditions aux limites diffe´rentes entre les essais et
les calculs nume´riques.
6.6.2.6 Champ de cisaillement transversal dans la colle σayz
Le champ de contraintes dans la colle peut eˆtre calcule´ a` partir du champ de
contraintes transversal dans le patch composite en utilisant l’Equation (6.10). La
Figure 6.23a pre´sente l’e´volution de la contrainte de cisaillement calcule´e σayz en
fonction de x et de y. Le cisaillement est maximal au bord libre y = 0 et de´pend de
la direction x. La Figure 6.23b repre´sente diffe´rentes coupes du champ de contraintes
pour des ordonne´es y fixe´es. Pour des faibles valeurs de y, la distribution suivant x
repre´sente un arc de cercle, alors que pour des valeurs e´leve´es de y, cette meˆme distri-
bution est quasi line´aire. La contrainte maximale de cisaillement est aussi repre´sente´e
sur la Figure 6.23b pour y = 2,4 cm. Cette contrainte maximale est a` peu pre`s
constante suivant la direction x. Cependant, elle est le´ge`rement infe´rieure au centre
du patch composite. Il est a` noter qu’aucun pic de contrainte duˆ au couplage des
deux directions n’apparaˆıt, contrairement au patch rectangulaire (voir Figure 6.6).
Cela s’explique par la courbure du patch qui atte´nue l’effet du couplage entre les
deux directions. Comme dans le cas de la distribution de σpyy, un e´cart de l’ordre
de 20% apparaˆıt entre les distributions de σayz calcule´es a` partir des mesures et
par diffe´rences finies. Cet e´cart est notamment duˆ aux incertitudes sur les donne´es
mate´rielles ainsi que sur les conditions aux limites diffe´rentes entre les essais et les
calculs nume´riques.
Le Tableau 6.4 repre´sente les contraintes maximales de chaque mate´riau ainsi
que les valeurs de crite`re de rupture de chaque mate´riau ramene´es en pourcentage
pour pouvoir comparer les de´faillances. Il est inte´ressant de noter que le rapport
maximal est obtenu pour le composite et vaut 9,2%. Cela signifie que, dans ce cas,
la de´faillance du renforcement serait cause´e par la rupture du composite.
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a - Vue 3D du champ de
de´placements upy
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Fig. 6.21 – Champ de de´placements upy dans le composite dans le cas d’un essai a`
90 degre´s.
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Fig. 6.22 – Champ de contraintes σpyy dans le composite dans le cas d’un essai a` 90
degre´s.
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a - Vue 3D du champ de contraintes
σayz
b - Coupes du champ de contraintes
σayz
Fig. 6.23 – Champ de contraintes σayz dans la colle dans le cas d’un essai a` 90 degre´s.
Composite Aluminium Colle
Direction longitudinale
Re´sistances (MPa) 42 440 40
Contraintes maximales (MPa) 4,6 35 3,8
Direction transversale
Re´sistances (MPa) 1000 440 40
Contraintes maximales (MPa) 22 2,75 7,6
Rapport r (%) 9,2 0,6 4,5
Tab. 6.4 – Rapports des contraintes maximales avec les re´sistances de chacun des
mate´riaux dans le cas d’un patch circulaire a` 90 degre´s.
6.6.3 Conclusion
Les tests de traction effectue´s sur des e´prouvettes renforce´es par des patchs cir-
culaires permettent d’e´tablir les conclusions suivantes :
– l’approche par diffe´rences finies permet de calculer qualitativement les distri-
butions des contraintes dans le composite et dans la colle ;
– dans le cas ou` les fibres sont oriente´es a` 90 degre´s, la diffe´rence des coefficients
de Poisson entre le composite et le substrat est e´leve´e et provoque une zone
de transfert transversale ;
– dans le cas ou` les fibres sont oriente´es a` 90 degre´s, la courbure atte´nue le
couplage entre les deux directions. De ce fait, la distribution du cisaillement
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dans la colle ne pre´sente pas de pic contrairement au patch rectangulaire (voir
Figure 6.6) ;
– la de´faillance du renfort de´pend de l’orientation des fibres. Dans le cas des
fibres oriente´es a` 0 degre´, la de´faillance provient de la rupture de la colle alors
que, dans le cas des fibres oriente´es a` 90 degre´s, la rupture du patch composite
entraˆıne la de´faillance du renforcement.
6.7 Calculs des incertitudes
6.7.1 Introduction
L’objectif ici est de donner quelques e´le´ments sur l’incertitude avec laquelle les
diffe´rents re´sultats pre´sente´s pre´ce´demment ont e´te´ obtenus.
6.7.2 Incertitudes et loi de propagation
Le Tableau 6.5 pre´sente les incertitudes de chaque donne´e.
Ex Ey Es Ga ep es ea F S
Incertitudes 5% 5% 5% 10% 1% 1% 10% 10 N 1%
Tab. 6.5 – Incertitudes sur les donne´es d’entre´es.
Soit le processus de mesure Y , de´finie par l’Equation (6.17), qui de´pend des gran-
deurs d’entre´es X1, X2, ..., XN :
Y = f(X1, X2, ..., XN ) (6.17)
L’Equation (6.18) pre´sente la loi de propagation utilise´e, tire´e de la me´thode GUM
[61], pour calculer les incertitudes des contraintes dans le patch et dans l’adhe´sif :
∆Y =
N∑
i=1
∂f
∂Xi
∆Xi (6.18)
6.7.3 Calcul d’incertitudes sur les valeurs limites
Les incertitudes sont calcule´es par rapport aux valeurs limites des composantes
calcule´es.
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6.7.3.1 Incertitude sur upx
Le de´placement maximal upxmax dans le substrat peut eˆtre approche´ par :
upxmax =
Flx
SEs
(6.19)
En utilisant l’Equation (6.18), l’incertitude sur le de´placement maximal est e´gale a` :
∆upxmax
u
p
xmax
=
∆F
F
+
∆S
S
+
∆Es
Es
+
∆lx
lx
(6.20)
6.7.3.2 Incertitude sur σpxx
La contrainte limite σpxxlimite dans le patch s’e´crit :
σpxxlimite =
FExes
S(Exep + Eses)
(6.21)
En utilisant les Equations (6.18) et (6.21), l’incertitude sur la contrainte limite est
e´gale a` :
∆σpxxlimite
σ
p
xxlimite
=
∆F
F
+
∆S
S
+
∆Ex
Ex
+
∆es
es
+
(
Eses(
∆Es
Es
+
∆es
es
) + Exep(
∆Ex
Ex
+
∆ep
ep
)
)
(Eses + Exep)
(6.22)
6.7.3.3 Incertitude sur σaxz
La contrainte limite σaxzlimite dans l’adhe´sif s’e´crit :
σaxzlimite =
F
S
√
GaExesep
eaEs(Eses + Exep)


1− cosh(
√
Ga
ea
(
1
epEx
+
1
esEs
)lx)
sinh(
√
Ga
ea
(
1
epEx
+
1
esEs
)lx)

 (6.23)
En utilisant l’Equation (6.18), l’incertitude sur la contrainte limite est e´gale a` :
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∆σaxzlimite
σaxzlimite
=
∆F
F
+
∆S
S
+
∆Ex
2Ex
+
∆Es
2Es
+
∆Ga
2Ga
+
∆es
2es
+
∆ep
2ep
+
∆ea
2ea
+
(
Eses(
∆Es
Es
+
∆es
es
) + Exep(
∆Ex
Ex
+
∆ep
ep
)
)
2(Eses + Exep)
+
tanh2
(√
Ga
ea
(
1
epEx
+
1
esEs
)lx
)
+ 1
tanh(
√
Ga
ea
(
1
epEx
+
1
esEs
)lx)
×

∆Ga2Ga lx +
∆ea
2ea
lx +
(
Eses(
∆Es
Es
+
∆es
es
) + Exex(
∆Ex
Ex
+
∆ex
ex
)
)
lx
2(Eses + Exep)
+ ∆lx

×
√
Ga
ea
(
1
epEx
+
1
esEs
) (6.24)
6.7.4 Applications
Les e´quations obtenues vont maintenant eˆtre applique´es afin d’obtenir les diverses
incertitudes sur les grandeurs calcule´es a` partir des mesures. Ce qui diffe´rencie les
calculs d’incertitudes entre les patchs circulaires et rectangulaires est le niveau de
chargement. Or l’incertitude de ce dernier est tre`s faible par rapport aux autres
incertitudes. De plus, e´tant donne´ que l’incertitude relative sur les caracte´ristiques
mate´rielles du composite est la meˆme dans le sens longitudinal et dans le sens trans-
versal, les calculs d’incertitudes sont les meˆmes dans les cas de patchs rectangulaires
et circulaires, a` 0 et 90 degre´s. Le Tableau 6.6 pre´sente les incertitudes calcule´es.
upxmax σ
p
xxlimite σ
a
xzlimite
Incertitude 7% 13% 137%
Tab. 6.6 – Calculs d’incertitudes.
Les valeurs d’incertitudes indique´es sont a` titre d’information et permettent de
voir la confiance a` donner aux re´sultats. L’incertitude lie´e a` la contrainte dans la
colle est assez e´leve´e du fait de l’incertitude sur les caracte´ristiques mate´rielles de la
colle. De plus, on passe d’une colonne a` l’autre (de gauche a` droite) par de´rivation
successives, ce qui amplifie l’incertitude a` chaque fois. Il faut bien voir qu’a` ces incer-
titudes s’ajoutent les erreurs de mode`le puisque l’on utilise une loi unidimensionnelle
et pas bidimensionnelle pour le calcul des contraintes dans le patch par exemple.
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6.8 Patch en forme de spline
Des tests de traction sont conduits sur des e´prouvettes renforce´es par des patchs
dont la ge´ome´trie est de´finie par une courbe spline ferme´e. Ces essais sont effectue´s
sur des e´prouvettes e´quilibre´es, afin d’amoindrir un quelconque mouvement hors-
plan. La ge´ome´trie et l’orientation des fibres du patch composite sont celles du patch
optimise´ dans le cas d’un essai de traction (voir chapitre 3). Ces essais ont pour but de
comparer les champs cine´matiques obtenus expe´rimentalement et par e´le´ments finis
afin d’e´tudier d’e´ventuelles diffe´rences avec le mode`le par e´le´ments finis du chapitre
3. Les champs de de´formations ne sont pas calcule´s ici car l’approximation pre´ce´dente
n’est plus valide. Une soixantaine d’essais a e´te´ effectue´e, en de´montant, remontant
ainsi qu’en retournant l’e´prouvette afin d’assurer la re´pe´tabilite´ des phe´nome`nes
observe´s. Seuls les essais les plus repre´sentatifs sont reporte´s dans les paragraphes
suivants.
6.8.1 Champ de de´placements longitudinal up
x
La Figure 6.24 repre´sente le champ filtre´ du de´placement longitudinal upx, obtenu
dans le cas d’un essai de traction unixiale dans le cas du patch optimise´ de la partie
2. Le de´placement impose´ conduit a` un effort de 10 kN, ce qui donne une contrainte
e´gale a` 35MPa dans le substrat.
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a - Champ de de´placements upx dans
la partie gauche
b - Champ de de´placements upx dans
la partie droite supe´rieure
c - Champ de de´placements upx calcule´
par e´le´ments finis
d - Champ de de´placements upx dans
la partie droite infe´rieure
Fig. 6.24 – Champ de de´placements upx dans le composite dans le cas d’un patch en
forme de spline.
Les champs de de´placements upx nume´rique et expe´rimental ont globalement la
meˆme distribution. Cependant, il existe quelques diffe´rences aux extre´mite´s du patch
ou` une courbure de la distribution du champ de de´placements apparaˆıt. Cette cour-
bure peut s’expliquer par la pre´sence d’une zone de transfert d’effort du substrat
vers le composite. En effet, au centre de l’extre´mite´ du patch, il existe une zone
de transfert provoquant ainsi une faible variation du de´placement longitudinal upx.
Sur les bords late´raux du patch, la zone de transfert d’effort longitudinale est quasi
nulle. Ceci provoque une forte variation du de´placement longitudinal upx. Les deux
effets re´unis entraˆınent une courbure du champ de de´placements aux extre´mite´s du
patch composite qui n’est pas de´tecte´e avec le mode`le par e´le´ments finis.
6.8.2 Champ de de´placements transversal up
y
La Figure 6.25 repre´sente le champ de de´placements transversal upy apre`s filtrage.
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a - Champ de de´placements upy dans
la partie gauche
b - Champ de de´placements upy dans
la partie droite supe´rieure
c - Champ de de´placements upy
nume´rique
d - Champ de de´placements upy dans
la partie droite infe´rieure
Fig. 6.25 – Champ de de´placements upy dans le composite dans le cas d’un patch en
forme de spline.
Les distributions des champs de de´placements upy nume´rique et expe´rimental
ont globalement la meˆme allure. Au bord du trou, les variations du champ de
de´placements transversal upy sont les meˆmes expe´rimentalement et nume´riquement.
De plus, le champ de de´placements expe´rimental de la partie gauche du patch
pre´sente sensiblement la meˆme courbure que le champ de de´placements nume´rique.
Cependant, le champ de de´placements expe´rimental ne pre´sente pas de courbure
importante au niveau de l’extre´mite´ infe´rieure droite. Ceci peut s’expliquer par le
fait que la largeur du patch est faible a` cet endroit, ce qui amoindrit la variation du
de´placement upy. En effet, le transfert d’effort a tendance a` cre´e´r un mouvement de
solide rigide pre`s des bords libres et, e´tant donne´ la proximite´ des deux bords libres
de la partie infe´rieure droite, cela amoindrit la variation des de´placements.
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6.8.3 Conclusion
Les champs de de´placements expe´rimental et nume´rique sont quasiment simi-
laires. Seules des diffe´rences de courbures existent entre les deux champs de de´place-
ments. Ces diffe´rences de courbures sont notamment dues aux zones de transfert
d’effort qui changent localement la distribution des champs de de´placements.
6.9 Conclusion de l’e´tude expe´rimentale
La me´thode de la grille a e´te´ utilise´e afin de mesurer le champ de de´placements
en surface d’un renfort composite. Les re´sultats expe´rimentaux et nume´riques ont
clairement montre´ des phe´nome`nes bidimensionnels qui ne sont pas pris en compte
par une approche unidimensionnelle. En effet, dans le cas d’un patch dont les fibres
sont oriente´es a` 90 degre´s, des zones de transferts d’effort transversales couple´es
apparaissent. L’e´tude a ensuite montre´ l’influence de la ge´ome´trie, avec notamment
un adoucissement du pic de cisaillement avec un patch circulaire par rapport a` un
patch rectangulaire. Finalement, des essais ont e´te´ mene´s sur un patch optimise´ de
la partie 2, dont la ge´ome´trie est de´finie par une courbe spline ferme´e. Ces essais ont
montre´ l’influence des hypothe`ses du mode`le de´veloppe´ dans la partie 2. La Figure
6.26 re´sume les re´sultats de ce chapitre.
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Fig. 6.26 – Re´sume´ du chapitre 6.
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Conclusions
L’e´laboration de ce sujet de the`se re´pondait a` des pre´occupations industrielles
lie´es a` la maintenance ae´ronautique. Nombre de questions ont e´te´ pose´es, et seules
quelqu’unes d’entre elles ont pu eˆtre approfondies lors de ces trois anne´es de the`se.
La premie`re question concernait la forme du renfort composite. Une re´flexion sur
ce sujet nous a amene´s a` de´velopper et utiliser un algorithme ge´ne´tique afin d’opti-
miser non seulement l’orientation des plis, mais aussi la forme du patch composite.
L’une des principales difficulte´s a e´te´ le couplage avec un code de calcul par e´le´ments
finis. Certains ope´rateurs ont dus eˆtre adapte´s ou rajoute´s afin d’obtenir un outil
d’optimisation performant. Ce qui ressort du point de vue me´canique est la notion
de « renforcement a` distance » mise en lumie`re lors de cette e´tude : il semble plus
efficace de renforcer globalement que localement une zone endommage´e. Ce concept
repose sur une de´viation du flux de contraintes dans la structure et constitue l’un
des apports principaux de cette the`se. Ne´anmoins, il est important de ve´rifier en
pratique que l’augmentation des efforts ne s’effectue pas de fac¸on trop importante
dans une autre zone endommage´e.
Une fois le patch optimise´, la question de l’analyse des contraintes dans le renfort
et dans la colle s’est alors pose´e. Cette e´tude passe notamment par l’analyse des
me´canismes qui entrent en jeu lors du renforcement de structures par mate´riaux
composites. Ces me´canismes sont amplement de´crits dans la litte´rature dans le cas
unidimensionnel. L’un des principaux apports de cette the`se est le de´veloppement
d’un mode`le de renforcement par plaque afin de comprendre et de mettre en e´vidence
les me´canismes bidimensionnels qui interviennent dans ce cas. Diverses applications
ont montre´ l’apparition de zones de transfert couple´es, dues essentiellement a` la
diffe´rence des coefficients de Poisson entre le composite et le substrat.
La validation expe´rimentale des travaux de´veloppe´s durant cette the`se a e´te´ un
point important afin de comparer d’e´ventuelles diffe´rences avec les divers mode`les
-165-
me´caniques de´veloppe´s. La me´thode expe´rimentale choisie est une mesure de champs
cine´matiques sans contact : la me´thode de la grille. Elle a e´te´ utilise´e avec une fonc-
tion de lissage afin de mettre en e´vidence le transfert d’effort du substrat vers le
patch composite. Ceci nous a permis de souligner les me´canismes bidimensionnels
calcule´s par les mode`les analytiques et nume´riques de´veloppe´s. Diverses formes de
patchs ont e´te´ e´tudie´es afin d’analyser l’influence de la ge´ome´trie. Des essais sur
un patch, optimise´ dans la premie`re partie, ont permis d’e´valuer l’influence des hy-
pothe`ses me´caniques effectue´es dans le mode`le implante´ dans l’algorithme ge´ne´tique.
L’apport principal de cette partie expe´rimentale est la caracte´risation de la zone de
transfert sur des patchs de diverses formes.
Perspectives envisage´es
Etant donne´ le nombre de questions que nous nous sommes pose´es au de´but
de cette the`se, bon nombre d’interrogations scientifiques restent en suspens. Les
premie`res perspectives que l’on peut envisager constituent une continuite´ directe de
ce travail.
Du point de vue de l’algorithme ge´ne´tique, l’une de ces perspectives concerne le
mode`le me´canique qui a e´te´ de´veloppe´ en deux dimensions. Ce choix s’explique par
le fait que le calcul d’optimisation par algorithme ge´ne´tique durait beaucoup plus
longtemps en de´but de the`se qu’en fin de the`se du fait des progre`s technologiques
effectue´s en terme de puissance de calcul. Ces progre`s permettent de`s a` pre´sent
d’envisager un mode`le me´canique tridimensionnel afin de l’inte´grer dans l’algorithme
ge´ne´tique. Ce mode`le permettrait d’inte´grer le comportement de la colle et d’e´laborer
une nouvelle fonction objectif qui tiendrait compte a` la fois du renforcement effectif
et des contraintes dans le renfort et dans la colle. Une autre perspective est d’utiliser
l’AG sur des designs de patchs de voilure, de les tester et de valider l’ensemble de la
de´marche. Une e´tude interne DGA est en cours afin de re´aliser cette dernie`re taˆche.
L’e´valuation des contraintes dans le renfort et dans la colle est un point im-
portant et de nombreuses perspectives de ce travail de the`se sont envisageables sur
ce sujet. La premie`re consititue une continuite´ du mode`le analytique de´veloppe´. Il
serait inte´ressant de remplacer le comportement e´lastique de l’adhe´sif par un com-
portement e´lasto-plastique afin de de´velopper un crite`re de rupture bidimensionnel
plus proche de la re´alite´. Des essais in situ pourrait comple´ter cette e´tude afin de
valider ou non cette approche. Un autre aspect concerne l’extension du mode`le bidi-
mensionnel analytique en un mode`le analytique en trois dimensions. Un tel mode`le
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permettrait en effet d’inte´grer des modes de rupture dans l’e´paisseur de colle qui ne
sont pas pris en compte dans les mode`les de´veloppe´s dans ce travail.
D’autres perspectives peuvent eˆtre envisage´es, notamment autour du compor-
tement de la colle. Le principal chargement e´tudie´ dans cette the`se est d’origine
me´canique. Or, la plupart des structures ae´ronautiques sont soumises a` des char-
gements thermiques qui peuvent atteindre 100 ◦C d’amplitude. Il serait inte´ressant,
dans un premier temps, d’e´tudier l’influence d’un tel chargement thermique sur la
colle. Une e´tude thermoe´lastique permettrait ensuite de connaˆıtre plus pre´cise´ment
l’e´tat me´canique interne de la colle suite a` un chargement thermome´canique. Le
choix initial du carbone/e´poxyde (et pas du bore/e´poxyde) serait alors sans doute
a` rediscuter dans ce cadre.
L’influence du proce´de´ de collage du renfort peut eˆtre aussi analyse´e. En effet,
quelques mesures pre´liminaires ont re´ve´le´ une certaine variabilite´ de l’e´paisseur du
joint de colle qui peut aller du simple au triple. Cette variabilite´ peut eˆtre mode´lise´e
par un processus stochastique. Il devient alors possible de de´velopper un mode`le
me´cano-fiabiliste afin d’e´valuer une probabilite´ de de´faillance a` partir d’un proce´de´
de collage donne´. Quelques travaux pre´liminaires ont e´te´ conduits dans ce sens lors
de projets d’e´tudiants IFMA.
De nombreuses perspectives expe´rimentales sont envisageables autour du the`me
du renforcement. La premie`re est l’e´tude de la rupture de structures renforce´es. En
effet, plusieurs mode`les de´veloppe´s dans cette the`se ont pre´dit le point faible du ren-
fort dans divers cas. Il serait inte´ressant de mener des essais a` rupture afin d’e´tudier
le comportement re´el de structures renforce´es. Cette e´tude n’a pas pu eˆtre re´alise´e
faute d’un nombre insuffisant d’e´prouvettes. Une autre perspective concerne une
comparaison des diverses me´thodes de mesures sans contact afin de caracte´riser au
mieux la zone de transfert d’effort. Ainsi, il serait inte´ressant de comparer, pour une
e´prouvette donne´e, la me´thode de la grille, la corre´lation d’images et l’interfe´rome´trie
par exemple. La thermoe´lasticite´ permettrait aussi sans doute d’obtenir des infor-
mations inte´ressantes sur les e´prouvettes teste´es.
D’autres e´tudes expe´rimentales sont possibles autour du the`me de la durabilite´
du renfort composite. Il serait inte´ressant de regarder l’influence de l’environnement
ou encore du vieillisement sur le comportement d’une structure renforce´e par un
patch composite. En effet, en situation re´elle, les structures ae´ronautiques sont sou-
mises a` des conditions d’utilisation se´ve`res, et l’influence de ces conditions sur le
comportement global peut eˆtre importante.
Enfin, la plus importante des perspectives est certainement d’appliquer a` des cas
re´els de voilures les concepts de´veloppe´s dans le cadre de cette the`se. Un travail est
actuellement conduit dans ce sens au sein de la DGA.
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Annexe 1
Calcul de
a
b
∞∑
n=1
1
n
sin(npic)
Le but ici est de calculer :
α =
a
b
∞∑
n=1
1
n
sin(npic) (6.25)
Soit la fonction F de´finie par :
F (x) =
a
b
∞∑
n=1
1
n
sin(npix) (6.26)
Pour x = c :
F (c) = α (6.27)
Conside´rons maintenant une autre fonction f de´finie par :
f(x) = (1− x) pour 0 ≤ x < T (6.28)
f est pe´riodique pour x ≥ T (voir Figure 6.27).
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Fig. 6.27 – Fonction f .
Conside´rons le de´veloppement en se´ries de Fourier de la fonction f . Ce de´veloppement
est de´fini par ses coefficients ai, i = 0 · · ·+∞ et bi, i = 1 · · ·+∞, tel que :
f(x) = a0 +
∞∑
n=1
[an cos(
2npi
T
x) + bn sin(
2npi
T
x)] (6.29)
avec : 

a0 =
1
T
T
0
f(x)dx
an =
2
T
T
0
f(x) cos(
2npi
T
x)dx
bn =
2
T
T
0
f(x) sin(
2npi
T
x)dx
(6.30)
Il est facile de montrer :


a0 = (1− T
2
), an = 0 ∀n ≥ 1
bn =
T
npi
(6.31)
Alors la fonction f(x) s’e´crit :
f(x) = (1− T
2
) +
∞∑
n=1
T
npi
sin(
2npi
T
x) (6.32)
En choisissant une pe´riode T = 2 et en comparant les Equations (6.26) et (6.32),
l’Equation suivante est obtenue :
F (x) =
a
b
pi
T
(f(x)− a0) (6.33)
Soit :
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F (x) =
api
2b
[1− x] (6.34)
En inte´grant la dernie`re expression dans l’Equation (6.27), l’expression suivante est
calcule´e :
a
b
∞∑
n=1
1
n
sin(npic) =
api
2b
(1− c) (6.35)
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Annexe 2
Calcul de −a
b
∞∑
n=1
n
n2 + b
sin(npic)
Le but ici est de calculer :
β = −a
b
∞∑
n=1
n
n2 + b
sin(npic) (6.36)
Pour cela, conside´rons une fonction G de´finie par :
G(x) =
∞∑
n=1
−a
b
n
n2 + b
sin(npix) (6.37)
Pour x = c :
G(c) = β (6.38)
Conside´rons maintenant une autre fonction g de´finie par :
g(x) = γ sinh(k(
1
2
− x
T
)), 0 ≤ x < T, γ, k ∈ R (6.39)
g est pe´riodique pour x ≥ T (voir Figure 6.28).
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Fig. 6.28 – Function g.
L’objectif ici est de calculer le de´veloppement en se´ries de Fourier de la fonction
g. Ce de´veloppement est de´fini par ses coefficients ai, i = 0 · · ·+∞ et bi, i = 1 · · ·+∞,
tel que :
g(x) = a0 +
∞∑
n=1
[an cos(
2npi
T
x) + bn sin(
2npi
T
x)] (6.40)
g est une fonction impaire, ce qui implique an = 0. bn est de´fini par :
bn =
2γ
T
∫ T
0
sinh(k(
1
2
− x
T
)) sin(nωx)dx (6.41)
En faisant une inte´gration par partie, l’Equation suivante est obtenue :
bn =
n
(
k
2pi
)2 + n2
2γ
pi
sinh(
k
2
) (6.42)
En conclusion :
g(x) =
∞∑
n=1
n
(
k
2pi
)2 + n2
2γ
pi
sinh(
k
2
)× sin(2npi
T
x) (6.43)
En comparant l’Equation (6.43) et la de´finition de β dans l’Equation (6.36), les
relations suivantes sont calcule´es :


b = (
k
2pi
)2
T = 2
−a
b
=
2γ
pi
sinh(
k
2
)
(6.44)
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Soient k = 2pi
√
b et γ = −a
b
pi
2 sinh(pi
√
b)
. En conclusion :
−a
b
∞∑
n=1
n
n2 + b
sin(npic) = −a
b
pi
2 sinh(pi
√
b)
sinh(pi
√
b(1− c)) (6.45)
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